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1. Modul 1. lecke

I. modul: Csoportositas, 6sszehasonlitas

1. lecke: Alapfogalmak

Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
e Felsorolasbdl ki tudja valasztani a statisztika sz6 jelentéseit,
e Az adott példakhoz tarsitani tudja a sokasag tipusat.
e Egy adott tulajdonsagrol el tudja donteni, hogy az mennyiségi, vagy mindségi ismérv
e Egy adott adattipusrol el tudja donteni, hogy az milyen skalan mérhetd
e Adott statisztikai adatok esetén ki tudja szdmolni az abszolut €s relativ hiba nagysagat.

1.1. A statisztika fogalma

A statisztika az informacié gytjtésének, leirasanak, elemzésének, értékelésének és kozlésének
tudomanyos moddszertana. A statisztika modszertani ¢és alkalmazasi alapismeretek
megszerzése két okbodl elengedhetetlen. A gazdasagi €let kiilonbozo teriiletein sziikség van a
statisztikai modszerek és Osszefiiggések feltarasanak és elemzésének. Masrészt az élet egyéb
teriiletén is taldlkozunk szamokkal, illetve adatokkal, amelyeket meg kell figyelni, fel kell
dolgozni, és valamilyen szempontok szerint elemezni.
A statisztika
1. modellezni térekvd tudomanyos modszertan,
2. gyakorlati tevékenység, amely az adatok 0Osszegylijtését, rendszerezését,
feldolgozasat és elemzését jelenti.
3. Informécidhalmaz, ami az Osszegylijtott €s rendszerezett adatok Osszességét
jelenti.

1.2. Statisztikai sokasag

A statisztikai vizsgalat targyat a statisztikai sokasag képezi. A statisztikai sokasidg a
megfigyelés targyat képezo egyedek 0sszessége, halmaza.
A statisztikai sokasag tipusai:

1. Allésokasdg: 4allapotot fejez ki, megfigyelése mindig adott idépontban
végezhetd el. Ezek a sokasdgok allandoan valtoznak, igy megragadasuk csak
egy iddpillanatban lehetséges.Pl.: a hallgatok 1étszama 2019. szeptember 1.-én.

2. Mozgosokasag: idében  valtozd sokasag, egy folyamatot érzékel,
iddintervallum alatt figyelhetd meg. Pl.: a 2019/2020. 1. félévében vizsgat tett
hallgatok szama.

3. Diszkrét sokasag: elemei jol elkiilonithetoek egymastol, pl.: hallgatok

4. Folytonos sokasag: elemei nem kiiloniilnek el, értékeit altalaban
intervallumban adjadk meg, a statisztikai sokasag egyedei csak méréssel
kiilonithetdek el, pl.: a hallgatok magassaga.

5. Véges sokasag: véges sok elembdl all.

6. Végtelen sokasdg: végtelen sok elembdl all, vagy olyan sok elembdl, hogy
végtelennek célszeri tekinteni.

7. Egynemii sokasag: azonos elemekbdl all, nem bonthaté részekre, pl.: a
homokbanya homokja
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8. Osszetett sokasdg: az elemeknek nemcsak kozds, hanem megkiilonboztetd
tulajdonsagai is vannak, pl.: hallgatok.

9. Valos sokasag: ténylegesen eléfordulo elemekbdl all.

10. Elméleti sokasag: az adott eseményre vonatkozo bekovetkezések 0sszes
lehetséges kimenetele alkotja.

1.2.1. Statisztikai egység

A sokasagot alkotd egyedeket a sokasdg egységeinek nevezziik. A statisztikai egység a
vizsgalt informacié hordozoja.

Fajtai:
e Megfigyelési: amire az adatgytijtés vonatkozik,
e Szambavételi: akitdl az adatot 6sszegyijtjiik.

Minden statisztikai egységnek targyi, teriileti €s idobeli szempontbdl egyarant egyértelmiien
koriilhatarolhatonak kell lenni.

A statisztikai sokasag olyan egyedekbdl all, amelyek:

e Egyes meghatarozott tulajdonsagok szempontjabol egyformak, - ezek alapjan sorolhatjuk
egy csoportba, sokasagba dket;

e Mas tulajdonsagok alapjan kiilonboznek — ezek biztositjak az egyedek elkiilonithetdségét.

Bemutaté példa

Sokasag Egység vagy egyed
Magyarorszag traktor allomanya Adott id6pontban Magyarorszagon
maganszemélyek tulajdonaban 1évé traktorok
szama
Az Egyetem dolgozdi Az Egyetem allomanyaba tartoz6 emberek

1.2.2. Statisztikai ismérv

A sokasdggal szorosan Osszefliggd fogalom az ismérv. Mivel egy sokasidg az egyedein
keresztiil figyelhetd meg, ezért fontosak az egyedek tulajdonsagai, jellemzdi, melyeket
statisztikai ismérvnek nevezziikk. Az ismérvek lehetséges kimeneteleit ismérvvaltozatoknak
nevezzik, ezek az ismérvek altal felveheto lehetséges értékeket jelentik. Pl.:

Statisztikai egyed: az Egyetem dolgozoja,

Statisztikai ismérv: nem, kor, név, vagy hajszin

Statisztikai ismérvvaltozo: férfi vagy nd; fiatal vagy idds;
Az olyan ismérvet, melynek két ismérvvaltozata van, alternativ ismérvnek is nevezziik. Ilyen
ismérv példaul a nem, melynek a lehetséges valtozata: férfi, nd.

Az ismérvek lehetnek:
e Kozos ismérv: amelyek a statisztikai sokasdgot meghatarozzak, ezek alapjan a sokasag
egységei egyformak (pl.: évfolyam).
o Megkiilonbozteté ismérv: amely szerint a sokasag egyedei kiilonboznek egymastol
(pL.: nem, kor, lakcim, tanulmanyi atlag).
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Az ismérvek kiilonbozd informacidkat nytjtanak, igy az ismérveket csoportosithatjuk:

o Teriileti ismervek: az egységek térbeli elhelyezésére szolgalé rendezd elvek.
Ismérvvaltozatok altalaban foldrajzi egységek (pl.: a hallgatok sziiletési helye).

o [dobeli ismérvek: az egységek iddobeli elhelyezésére szolgalé rendezd elvek.
Ismérvvaltozatai: idOpontok és iddszakok (pl. a hallgatok sziiletési ideje). Lehet
allapotot (id6épontra vonatkoz6) €s tartamot (id6 intervallumra vonatkozo) kifejezo.

o Targyi ismérvek:

= Mennyiségi ismérvek: az egyedek szdmszeriien mérhetd tulajdonsagai. Ez lehet
folytonos, amit méréssel kapunk meg, ¢és lehet diszkrét, amihez szamlalassal
jutunk el.

= Minosegi ismérvek: az egységeket valamilyen tulajdonsdg alapjan
kiilonboztetjiik meg. Pl.: szin.

1.2.3. Az ismérvek mérhetoségi tulajdonsagai

Az ismérvértékeket skalan mérjiik, a kiilonboz6é skaldk rendszerezési kritériumaikban és
rendszerezési sajatossagaiban térnek el egymastol.
e Nominalis skala: az ismérvértékek csak azonossaguk vagy kiilonbozdségiik alapjan
mérhetdek. Sorrend nem allapithaté meg. Pl.: fogalakozas, csaladi allapot
e Ordinalis skala: Az ismérvértékeket nemcsak az azonos vagy kiilonb6zd kritérium
szerint rendezziik, hanem egy természetes sorrend szerint Pl.: osztalyzatok (kivalo, jo,
stb.), helyezési szdmok egy versenyen.
e Kiilonbség skala: mérést jelent, ugyanis a skalaértékek kiilonbségei is valos
informdciot adnak a sokasag egységeirdl. Pl.: hdémérséklet
e Arany skala: a legtobb informaciot nyjté mérést jeleniti meg. Kezddpontja kotott, ez
a,,0” pont. pl.: bevaltott valuta 6sszege.

1.3. Statisztikai adat

A statisztikai adat valamely statisztikai sokasag elemeinek a szama, vagy a sokasag
valamilyen masféle szamszer(i jellemzdje, mérési eredménye. Két fajtaja ismert:

e alapadat: mérés vagy szamlalas utjan nyerjiik,

o szdarmaztatott adat. miiveletek eredménye.
A statisztikai adtok egy része szdmszerl adat, amelyek lehetnek:

e abszolut adatok: adatgylijtésbOl szarmaznak, szamitdssal kapjuk meg (Osszegzés,

kiilonbségképzés).
e Relativadat: két statisztikai adat hanyadosaként szamithato ki.

A statisztikai adatok masik része szoveges adat, ezeket kddolni kell, hogy elemzésre tudjuk
hasznélni.

A statisztikai adatokkal szemben harom kdvetelményt tdmasztunk.

1. Pontossag: az adatok megfeleléen pontosak legyenek.

2. Gyorsasag: gyorsan hozzéajussunk az adatokhoz.

3. Gazdasagossag: alacsony koltségek.

1.3.1. A statisztikai adatok hibdja

Az 0Osszegyljtott adatok altalaban korlatozott pontossaguak, azaz hibasak. A keletkezés
szerint a hiba lehet:
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e Adatgyjtési hiba
e Véletlen hiba.

Jellege szerint a hiba:

e Abszolut hiba (a): a valdésagos adat (A) és a mért adat (A’) kiilonbsége.

a=A-A’
e Relativ hiba (a): az abszolut hiba és a valdésagos adat hanyadosa, amelyet szazalékban
szoktak megadni
a=a/A

Az adatok megadasanal beszéliink szignifikdns szadmjegyrdl, ez azt jelenti, hogy
nagysagrendben csak azokat a szamokat irjak le, amelyeket még megbizhatonak tartanak. Az
adatok jelentOs része kerekitett szam.

A Dbecslilt abszolut hiba kiszamithat6 az alabbi képlettel, azonban ha kiszamoljuk, akkor
becsiilt abszolut hibarol beszéliink:

A k
aS£
2

b

ahol 21 : a becsiilt abszolut hiba
k: pedig az utolsé szignifikans szamjegy helyértéke

A relativ hiba is kiszamithatd, ebben az esetben becsiilt relativ hibarol beszéliink:

Pl. Magyarorszag népessége 10.058 ezer f6. Az utols6 szignifikans szamjegy a 8, ami az ezresek helyén all, ami
tiznek harmadik hatvénya, azaz k=3.

A 3 AN
10 0 a= _ 300 =0,0000497 = 0,005%
2 10058000

1.4. A statisztikai munka fazisai

A statisztikai munka négy fazisat kiilonithetjiik el. Az egyes fazisokrol késobb részletesen
beszéliink.

Tervezés Eloszor az Magyarorszagon az adatvédelmi torvény tartalmazza a célhoz kotottség
elvét. Ez azt jelenti, hogy személyes adatot gytlijteni, feldolgozni csak pontosan meghatarozott
jogszerii célra szabad. Az adatkezelés minden fazisaban e célnak fenn kell allnia. Tilos az
adatok készletezése. Eppen ezért ebben a szakaszban meg kell hatarozni a gyiijtendd adatok
korét. Tovabba meg kell tervezni az adatgyijtés gyakorisagat, idejét, helyét, modjat.
Adatfelvétel Az adatfelvétel a statisztikai adatok beszerzését jelenti. Ez vagy mas
adatforrasokbol vald atvételt, vagy adatgytjtést jelent. Az adatgyiijtés torténhet kikérdezéssel
(pl. kérddivek alkalmazédsa), megfigyeléssel (pl. mérés), kisérlettel. Az adatgy(ijtés (korét
tekintve) teljes vagy részleges lehet. A teljes megfigyelés esetén a sokasag egészét, minden
egyedét megfigyeljik, mig részleges megfigyelés esetén csak egy részét. A részleges
megfigyelés egy fontos tipusa a reprezentativ megfigyelés (mintavétel).
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Feldolgozas Itt kell elvégezni az adatok ellendrzését és helyesbitését; azok osztalyozasat, az
eredmények tablakba foglalasat. Ez torténhet kézi vagy gépi eszkozokkel. adatgytijtés, illetve
a statisztikai elemzés céljat kell meghataroznunk.

Elemzés Matematikai és logikai miveletek végzését jelenti. Ekkor kiilonb6zé mutatdk
kiszamitasa, értelmezése, szoveges elemzések készitése, grafikus reprezenticid készitése
torténik.
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2. lecke: A statisztikai adatok rendezése

Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
e Felsorolasbol ki tudja valasztani az 6sszegezhet0 statisztikai sorokat,
e A megadott adatokrol el kell tudni donteni, hogy azok milyen statisztikai sorba
rendezhetdek.
e Mennyiségi adatsorbol ki tudja szdmitani a kumulalt és a relativ gyakorisagot,
e A keletkezés moddja és az ismérv fajtija szerint csoportositani tudja a statisztikai
sorokat,
e Felsorolasbol ki tudja valasztani a statisztikai tablak formai kovetelményeit,
e adott statisztikai tablarol el tudja donteni, hogy az milyen tipusu (egyszert,
kombindacios, csoportositod),

2.1. Statisztikai sorok

A statisztikai megfigyelések soran begylijtott nagy mennyiségli adatot, a konnyebb
kezelhetoség ¢és attekinthetdség végett valamilyen szempont szerint rendszerezniink,
osztalyoznunk kell. Ez a megkiilonboztetd ismérvek alapjan megtehetd. A statisztikai sor a
statisztikai adatok meghatarozott 6sszefiiggésben torténd felsorolasa, egyetlen ismérv szerinti
csoportositasa eredményeként jon létre. A csoportositds lehetéséget nyujt a sokasag
szerkezetének, struktardjanak tanulmanyozasara.

A statisztikai sorok felosztasa:

Az adatok fajtdja szerint:
e valodi sorok: egy sokasagra vonatkoznak, azonos fajtaju adatokbol keletkeznek
e nem valodi sorok: valamilyen jelenség leirdsat adjak tobbféle szempontbol, tobb
sokasagra vonatkoznak:
o Leir6 sor: A megfigyelés targyanak kiilonb6z6 tulajdonsagait irja le, az adatok
kozott logikai kapcsolat van. Az intenzitdsi viszonyszamok forrésai.

A keletkezés modja szerint a valodi sorokat tovabb bonthatjuk:
e Osszehasonlitd sorokra,
e (Csoportosito sorokra.

Az ismérv fajtdja szerint a valodi sorok az alabbiak lehetnek:
e Ido6sor,
e Teriileti sor,
e Mindségi sor,
e Mennyiségi sor.

2.1.1. Idosorok

Bizonyos idépontban vagy idépontban meglévd vagy bizonyos idétartam alatt bekovetkezd
jelenségek adatait sorolja fel.
e Allapot iddsor: az 4ll6 sokasagok idébeli valtozasat mutatjak be. Az adatok
Osszegzésének nincs targyi értelme. Pl.: a személygépkocsi allomany éves
bontasban.
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e Tartam iddésor: egy iddintervallum alatti mozgd sokasdg idObeli alakuldsat
mutatja. Dinamikus helyzetet tiikkroz. Az adatok Osszegzésének van targyi
értelme, az Osszegzéssel egy hosszabb iddtartamra jellemzé adatot
képezhetiink. Pl. turistak szama évente.

2.1.2. Teritileti sorok

Ha a csoportositas a rendezd elv, akkor egy nagyobb teriileti egység adatait az Gsszetartozo
kisebb teriileti egységeknek megfeleléen osztalyozzuk. Azonos idOpontban rogzitett
statisztikai sokasag térbelileg bontott részsokasdgait tartalmazza. Az ismérvvaltozatok
sorrendje kotetlen. A gyakorisagok 0sszeadasanak van targyi értelme. Pl.: népesség megyék
szerinti megoszlasa.

Ha azonban az Osszehasonlitds a rendez6 elv, akkor az adatok Osszegzésének nincs targyi
értelme.

2.1.3. Mindségi sorok

A sokasagelemek mindségi tulajdonsdgainak formailag eldre rogzitett csoportositasa révén
jon létre. Betekintést nyujt a sokasdg Osszetételébe, szerkezetébe. Az ismérvvaltozatok
sorrendje kotetlen, a gyakorisagok (az eléforduldsok szama) Osszeadasanak van targyi
értelme. Pl. A kiilfoldiek megoszlasa az utazas jellege szerint 2019-ben: turista, kirdndulo,
atutazo.

2.1.4. Mennyiségi sorok

Mennyiségi ismérvek szerinti csoportositassal jon létre. Ha az ismérvértékek konkrét
pontossaggal megadott szamok, akkor diszkrét mennyiségi sorrél beszéliink. Altalaban
szamlalassal kapjuk az ilyen sorokat. Ha az ismérvértékek adott intervallumban barmilyen
értéket felvehetnek, akkor folytonos mennyiségi sorrol beszéliink.

A mennyiségi sorok fajtai:
1) Gyakorisdagi sor: az ismérv eléfordulasanak gyakorisagat tiintetjiik fel. A gyakorisag
(fi) megmutatja, hogy az egyes ismérvvaltozatok hanyszor fordulnak el a megfigyelt
sokasadgban. Ha az egyes gyakorisdgokat azok 0sszegéhez viszonyitjuk, akkor az adott
ismérvértek relativ gyakorisagat (g;) kapjuk meg:

g, = Zf—’ ahol: g;: az i-edik ismérvérték relativ gyakorisaga
fi: az i-edik ismérvérték gyakorisaga
>fi: a sokasag elemeinek szama, azaz egyenld n-nel.

Ha az ismérvvaltozatok szdma nagy, akkor az adatokat rangsoroljuk, €s ez megkonnyiti a
valtozo osztalyozasat. Az osztilyozas siiriti az informéciot. A legnagyobb és legkisebb
ismérvek altal adott intervallumot ugy osztjuk osztalyokba, hogy az egyes osztalykdzokon
beliill a gyakorisdgok kozel egyenld eloszlasuak legyenek, igy az osztalykozép alkalmas lesz
az osztaly jellemzésére.

Az osztalyok olyan adatcsoportok, ahol az egyes osztidlyok kozotti mennyiségi valtozas
mindségi valtozast takar.

Az osztalykozok szama: 2*>N
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Osztalykoz hossza:

Ha a csoportosito ismérv folytonos jellegli, a mennyiségi sort osztalykozds gyakorisagi sornak
nevezzik.

Bemutato feladat:

Egy vajat gyarté lizemben az atlagosan csomagolt vaj mennyiségének meghatarozasahoz 24
elemi mintat vettek. A mérések eredménye (g):

104,2 100,2 93,4 98,6 117.4 100,8 88,2 100,1
101,9 116,8 1129 97.8 99,3 111,5 109,3 100,7
118,0 96,4 89.4 98,9 105,3 112.4 99,5 102,7
Feladat:

e K¢szitsen az adatokbol rangsort!
e [rja fel az optimalisnak tartott gyakorisagi sort!

Megoldas:

88,2 89,4 93,4 96,4 97,8 98,6 98,9 99,3
99,5 100,1 100,2 100,7 100,8 101,9 102,7 104,2
105,3 109,3 111,5 112,4 112,9 116,8 117,4 118,0

n=24 2°=32>24, ezért k=5
Az osztalykoz hossza: h= (118,0-88,2)/5=5,96. Az osztalykoz hossza kerekitve 6 lesz

Csomagolt vaj A lemért Osztalykozép
sulya (g) vajkockdk
szama (db)

88,1-94,0 3 91
94,1-100,0 6 97
100,1-106,0 8 103
106,1-112,0 2 109
112,1-118,0 5 115
Osszesen: 24 -

2) Ertékosszeg-sor: Ha a gyakorisagi soroknal az ismérv eléfordulasi értékeinek
Osszeget tiintetjiik fel, akkor értékdsszeg-sort kapunk.
Az értékosszeg jele :s;.
si=fi*x;

Bemutato feladat:
Egy kereskedelmi egységben feljegyezték egy adott napon a tejet vasarlok megoszlasat
mennyiség szerint:
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Viasarolt tej Vasarlok szama (db)
mennyisége (1)

0-5,0 32
5,1-10,0 48
10,1-15,0 92
15,1-20,0 63
20,1-25,0 15
Osszesen 250

Feladat:
e Allapitsa meg az egyes intervallumok osztalykozepét!
o Készitsen az adatokbol értékdsszeg-sort!

Megoldas:
Vasarolt | Vasarlok .
tej‘ ) szama Osztdlykozép Elado{t ‘g
mennyisége | (db) ) mennyisege
0 @ si
0-5,0 32 2,5 80
5,1-10,0 48 7,5 360
10,1-15,0 92 12,5 1150
15,1-20,0 63 17,5 1102,5
20,1-25,0 15 22,5 337,5
Osszesen 250 - 3030

3) Kumulalt gyakorisagi sor: A gyakorisdgi soroknal sajatos informacidkat nyerhetiink
a gyakorisaguk kumulalt képzésével. A kumulalas halmozott 6sszeadast jelent, s arrol
kapunk képet, hogy egy adott értékhatarnal kisebb (alulrél kumulélt) vagy nagyobb
(feliilré] kumulalt) érték 8sszesen hanyszor fordul elé. A kumulalt gyakorisag jele: f; .

Bemutato feladat:

Az alabbi tablazat a gyermekvédelmi gondozasban részesiilok szamat mutatja be. Feladat a
kumulalt gyakorisag €s a relativ gyakorisag kiszdmitasa.

gyermekek
Korcsoport | szama (f6)
(év) f £ g

0-3 1848 1848 0,11
4-5 1221 1848+1221=3069 0,07
6-9 3075| 3069+3075=6144 0,18
10-11 2164 | 6144+2164=8308 0,13
12-14 3827 | 8308+3827=12135 0,22
15-17 5010|12135+5010=17145 0,29
Osszesen 17145 - 1,00

Pl..: 2:=(3075/17145)=0,18
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2.2. Statisztikai tablak

Tobb tulajdonsag szerinti rendezéskor kapjuk. A statisztikai sorok Osszefiiggd rendszere.
Rendeltetés szerint lehet:

e alap vagy gylijto tabla,

e feldolgozasi vagy munkatabla,

e kozlési vagy eredménytabla.

Az 0sszefoglalt sorok tipusa szerinti felosztas alapjan:
e cgyszerl tabla: csoportositast nem tartalmazo adatsorok dsszefiiggd rendszere.
Altalaban leir6 és 0sszehasonlité sorokat tartalmaz.

Megnevezés 2017 2018 [2019
Villalkozésok szama
Sajat toke

Idegen téke

o Csoportosito tabla: egy ismérv szerinti csoportositast tartalmaz6 statisztikai
sorok 0sszefliggd rendszere.

Eletkor 2017 |2018 [2019
0-6
7-14
15-22

Osszesen

e Kombinacios tdbla: A sokasag tobb ismérv szerinti kombinativ
osztalyozéasanak eredményeként kapott adatokat tartalmazza.

Megnevezes Budapest | Varos Kozség | Osszesen
Komfortos
Félkomfortos
Komfort nélkiili
Osszesen

Statisztikai tablak készitése
Formai ¢és tartalmi kovetelményeknek kell érvényesiilni, hogy megfeleljen a vizsgalat céljara.

Formai kovetelmény:
e tablazat cime,
e megnevezések a fej- €s oldalrovatban,
o mértékegység feltiintetése,
e forras megjelolése.

Példaul:
A gazdalkodo szervezetek gyiimolcsos teriiletének méret szerinti megoszlasa (2017)
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Forrés: Agrargazdasagi Statisztikai Zsebkonyv, 2017.

Tartalmi kovetelmény.

Szervezetek
Teriilet (ha) | szdma (db)
-10 756
10,1-50,0 270
50,1-100,0 63
100,1-200,0 27
200,1-300,0 10
300,1- 2
Osszesen 1087

A tabla minden celldjat informaciokozlésre kell felhaszndlni, ezért a kovetkezd szokésos

jeloléseket alkalmazzak:

11

konkrét adat: szamszer( informacio,
kihuzott rovat (-): nincs informacid

...: létezik adat, de nem all rendelkezésre
+: az adat eldzetes becslés eredménye

*: a tdblazat aljan 1év0 megjegyzésre utal
0,0: van adat, de a tobbi adathoz képest tul kicsi.
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3. lecke: Viszonyszamok
Kovetelmények:

On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
e Adott szamrol el tudja donteni, hogy az viszonyszam-e.
e Megadott adatrol el tudja donteni, hogy az milyen viszonyszdmmal
jellemezheto,
e [smert adatokbdl ki tudja szamitani a viszonyszamokat.
e A szamitott adatok alapjan ki tudja egésziteni a szamitasra vonatkoz¢ allitast,
e Ki tud egésziteni viszonyszamokat tartalmazo tablazatot.

Két egymassal 0Osszefiiggd statisztikai adat hanyadosat viszonyszamnak nevezzik. A
viszonyszdmok képzésénél alapszabaly, hogy csak olyan adatokbdl képezziik, amelyek
tartalmilag Osszehasonlithatoak. Az igy nyert leszdrmaztatott szam ujszerti informacidkat
tartalmaz.

A

V= 3 V: viszonyszam értéke

A: a viszonyitas targya (amit)

B: a viszonyitas alapja (amihez)
A viszonyszamokat szadmithatjuk azonos fajta (azonos mértékegység) ¢és kiilonbozofajta
adatokbol. Az azonos mértékegységli adatokbol szamitott viszonyszamok azt fejezik ki, hogy
az egyik adat hanyszorosa a masiknak.
A viszonyszamoknak tobb tipusa létezik, attél fiiggden, hogy milyen statisztika sorbol
szamitjuk ki dket.

3.1. Megoszlasi viszonyszam

A sokasag egyes részeinek a sokasag egészéhez viszonyitott aranyat fejezi ki. A megoszlasi
viszonyszam tehat a részsokasagnak az egészhez valo viszonyat (relativ gyakorisagat) fejezi
ki. A csoportositd sorok (mindségi és mennyiségi) elemzési eszkdze, ahol a sor egy elemét
hasonlitjuk a sor egészéhez. Ertéke 0 és 1 kozott van, gyakran szazalékban fejezziik ki, akkor
0 és 100%. A megoszlasi viszonyszam segitségével tomoren jellemezhetd egy sokasag
ismérvvaltozatok szerinti szerkezete. Allapot idésor adataibol nem szamolhato.

12
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Bemutato feladat:
A beruhazasok teljesitményértéke 2017-ben
Osszes .., | Megoszlasi
. y Kiszamitds . .
Agazat beruhazas modia viszonyszam
(milliard HUF) J (%)
k
Nem ével6 novények termesztése 65 100%65/173 37,57
Eveld novények termesztése 3 100*3/173 1,73
Novényi szaporitdanyag termesztése 2 100*2/173 1,16
Allattenyésztés o1 100%91/173 52,60
Vegyes gazdalkodas 1 100*1/173 0,58
Mezodgazdasagi betakaritast kovetd 1 100*11/173 636
szolgaltatas ’
Osszesen 173 100,00

Forras: Agrargazdasagi Statisztikai Zsebkonyv, 2017.
A beruhazasok 52,60%-a az allattenyésztésben valosult meg.
3.2. Koordindcios viszonyszam

A koordinécids viszonyszam ugyanazon statisztikai sokasag két részsokasdganak egymashoz
viszonyitott aranyat fejezi ki.

3.3. Osszehasonlité viszonyszdamok

Az dsszehasonlitd viszonyszamok arrdl tajékoztatnak, hogy hogyan aranylik egymashoz két
azonos tipust — egymastdl térben vagy idoben kiillonbozo — ismérvérték. Akkor alkalmazzak,
ha kiilonb6zd szinvonalu statisztikai sorokat kivannak Osszehasonlitani. Az dsszehasonlitd
viszonyszamokat foleg iddsorok és teriileti sorok dsszehasonlitdsanal alkalmazzak.

X;

V, =
Xk
A sor minden elemét elosztjuk a bazisként kivalasztott elemmel. Az Osszehasonlito
viszonyszam a fejlédés iranyat mutatja meg.
Ve>1 (100%) novekedés

V<1 (100%) csokkenés V=1 (100%) stagnalas

3.3.1. Dinamikus viszonyszamok

Az 0Osszehasonlitd viszonyszamok leggyakoribb forméja a dinamikus viszonyszam, amely
altalaban 1-1 ismérv iddsorainak értékeibdl képzett hanyados. A dinamikus viszonyszam jol
érzékelteti a valtozas azonos iddintervallumokra vonatkozo iitemét. Fajtai:
- bazisviszonyszam: az idésor értékeit egy rogzitett idOpont (idészak) értékéhez
viszonyitjuk

13
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- ldncviszonyszam: az egyes idOsor értékeket mindig kozvetleniil a megel6z6 idépont
(1ddszak) értekéhez viszonyitjuk:

V=
Xi1
Bemutato feladat:
Novénytermesztési €s kertészeti termékek kibocsatas 2017-ben:
L Vb Vi
Kibocsatas
’ Vb Vl
(milliard | kiszdmitdsa (%) kiszamitdsa (%)
HUF)
2013 1364 | 100*1364/1364 100,00 -
2014 1455 100*1455/1364 106,67 | 100*1455/1364 106,67
2015 1451 100*1451/1364 106,38 100*1451/1455 99,73
2016 1562 | 100*1562/1364 114,52 100*1562/1451 107,65
2017 1492 | 100*1492/1364 109,38 100*1492/1562 95,52

Forras: Agrargazdasagi Statisztikai Zsebkonyv, 2017.

Lathato, hogy pl. 2017-ben a termelés 9,38%-kal haladta meg a 2013 évit, de 4,48%-kal
csokkent 2016-hoz képest.

Az idésorokbol szamitott bazis- és lancviszonyszamok dsszefiiggnek egymassal.
X, X X
e O

n

= —*, azaz a lancviszonyszamok szorzata bazisviszonyszdmot ad.

X, X, x X,

n—1
xn /xn—l — xn

X, X, X

, azaz a bazisviszonyszamok hanyadosa lancviszonyszamot ad.
n—1

A fejlodés atlagos titemét a lancviszonyszamokbdl lehet kiszamolni:

Vo=V SV RV, =T, =
Xy

példankban
v, = . 102,27%
LT 1364 T

A kibocsatas 2013 és 2017. kozott atlagosan évi 2,27 %-kal nott.

Ez az atlag csak akkor ad valds képet, ha a valtozas a teljes iddszak alatt hasonléan alakult
(azaz egyenletesen nétt vagy csokkent).

Bemutato feladat:
Egy pénzintézetnél az elmult években a hitel kamatabol, szamitott lancviszonyszamok a
kovetkezok:

-; 0,9998; 0,9996; 0,9992; ,09997; 0,9999; 1,1823; 0,9991.

Lathato, hogy a kamatvaltozast mutat6 lancviszonyszamok egy kivételével csokkenést
mutatna k az el6z6 évhez képet. Szamitsuk ki a vizsgalt idoszakra az atlagos kamatvaltozast:

14



1. Modul

3. lecke

V) = 1/0,9998*0,9996 * 0,9992 *0,9997 * 0,9999 *1,1823*0,9991 = 1,0238 = 102,38%

Lathat6, hogy ebben az esetben nem szamolhato ki az atlag, mert az azt mutatja, hogy évente
atlagosan 2,38%-kal emelkedett a kamat. A valésagban azonban csak egyetlen évben volt
kamatemelkedés.

3.3. Teljesitmény-viszonyszamok (terv-viszonyszamok)

Valamely szamokkal meghatarozott kitizott cél végrehajtdsat mutatja meg. Foleg
munkateljesitmény kiszamolasara hasznaljak.

elért.eredmény

‘T tervezett.eredmény

pl. egy munkas napi normaja 150 db 8 ora alatt. Egyik munkavallalo 159 db-ot készitett,
tehat a teljesitménye 159/150=106%.

3.4. Intenzitasi viszonyszamok

Kiilonb6zd tipust, de egymadssal 0Osszefliggd teljes- és részsokasag egybevetésével
keletkeznek. Az intenzitasi viszonyszamok két kiillonbozd statisztikai sor megfeleld
elemének hanyadosa. A leirdsorok elemzésének jellegzetes eszkdze, dimenzidval ellatott
mutatoszam.

Pl "sebesség= ut/idé (km/h).

Fajtai:

reverzibilis: megfordithatd t/ha » ha/t

irreverzibilis: nem fordithaté meg pl. termelékenység, 12 db/f6. Ez azt jelenti,

hogy egy ember 12 munkadarabot gyart. Ennek forditottja lenne a 0,0833

f6/db, ami azt jelenti, hogy egy darab terméket 0,0833 {6 gyart, és ennek nincs

értelme.

nyers: a viszonyitasi alap és a viszonyitas targya kozott lazabb a kapcsolat:
sziiletések szama/népesség . A kapcsolat azért laza, mert a népességnek
csak egy része képes sziilésre

tiszta: viszonyitasi alap és a viszonyitas targya kozott szoros a kapcsolt:
sziiletések szama/sziiloképes koru nok. A kapcsolat azért szoros, mert a
viszonyitds alapja a sziilésre képes ndk szdma, ellentétben az el6zd
esettel.
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I1. modul: Az empirikus eloszlasok elemzése

4. lecke: Szamitott kozépértékek
Kovetelmény:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
o Szoveges megfogalmazas alapjan el tudja donteni, hogy az milyen atlagot jelent.
e A felsorolasbdl ki tudja valasztani, hogy milyen atlagot lehet kiszamolni
e Felsorolasbol ki tudja valasztani, hogy egy adott szadmitdsahoz milyen adatokra van
sziikség
e Egy sokasag adatait megismerve el tudja donteni, hogy azokbodl milyen tipusu atlagot
lehet kiszdmolni.
e Egy eloszlas szamtani atlagat meg tudja hatarozni
e M:¢értani-, négyzetes- s harmonikus 4tlagot szamolni.

A viszonyszdmok mellett leggyakrabban hasznalt elemzési eszkozok az atlagok, melyeket
kozépértéknek is szoktak nevezni. Az atlagokat azonos fajta adatok halmazénak tomor,
szamszerli jellemzésére hasznaljuk. Az atlagokkal szemben tdmasztott kovetelmények az
alabbiak:
a legnagyobb ¢és a legkisebb érték kozé essen,
egy hatarozott szam legyen,
az adatok tobbségéhez kozel alljon,
érzékenyen reagéljon a sokasag tagjainak valtozasara,

e konnyen kiszamithato legyen.
Természetesen egyszerre minden kdvetelménynek nem lehet eleget tenni, de szakmai
megfontolasbol el kell tudni donteni, hogy melyik kovetelményt tartjuk be

4.1.Szamtani dtlag

A leggyakrabban alkalmazott kozépérték, jele: x. A szimtani atlag az a szam, amellyel az
egyes atlagolando értékeket helyettesitve azok Osszege valtozatlan marad.

Fajtdi az atlagolando értékek eldforduldasa alapjan:
o Egyszerii szamtani datlag: minden atlagolando érték egyszer fordul eld az adatsorban

S

n

X =

pl.: Egy hallgato az egyik héten a kévetkezo sormennyiséget (1) fogyasztotta el naponta:
0,7; 1,6; 2,5; 3,2; 1,6; 2,4, 2,8;
;C _0,7+1,6+2,5+3,2+1,6 +2,4+2,8

= 2,11 [ volt az atlagos napi sorfogyasztasa.

7
o Sulyozott szamtani datlag: az atlagolando értékek tobbszor fordulnak el az adatsorban:
)_C _ 2
2/

Mivel g, = zf—]’r , ezért a relativ gyakorisagokkal is kiszamolhat6 az atlag:

i
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;C: Zg,-xi

pl. A sikeres vizsgat tett hallgatok félévi osztalyzata statisztikabol az alabbi volt:

Osztalyzat fi
2 14
3 38
4 22
5 9
Osszesen 83

L _14%2438%3+22%449%5

3 = 3,31 az évfolyam atlaga

Osztalyk6zos gyakorisagi sor esetén az osztalykozépek toltik be az atlagolando értékek
szerepét. Az osztalykdzép szamitésa:

Xicaisony T Xi( eisce. ... I , ,
x, = aloh) | TiCRIe) aho: Xi(alsoh,): 8z i-edik osztalykoz alsé hatéra,

1

Xi(felssh.): 4Z 1-edik osztélykéz fels6 hatara.

A szamitasnal nem vessziik figyelembe az elkiilonitést szolgalo utols6 szamjegyet.
PL.: 21-50 esetében:
_20+50 _ 35

i

Ha az osztalykozok alsd vagy felsd hatdra nincs megadva, akkor nyitott osztalykozrol
besz¢liink. Az als6 hatart igy adjuk meg, hogy az osztalykoz szélessége azonos legyen az
Ot kovetd osztalykoz szélességével. A felsé hatar megadasakor, pedig az el6z6 osztalykoz
sz¢lességét vessziik figyelembe.

Bemutato feladat:

PL: A gazdalkod¢ szervezetek tulajdonaban 1év0 traktorok teljesitmény szerinti

megoszlasa:
fi Oszt. Kozép

Traktor (kW)

0-8 142 4
8,0-20 586 14
20,1-40 1649 30
40,1-60 6427 50
60,1-100 7176 80
100,1- 5946 120
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Az utolsé osztalykoz felsd hatdra nincs megadva, mivel az eldtte 1évo osztalykoz hossza
40, ezért az utolsd osztalykdz 100,1-140 lesz. A szamtani atlagot a kovetkezdképpen
szamoljuk ki:

142 % 4+ 576 % 14 + 1649 * 30 + - + 5946 » 120 _ -
21926 B

X =
A traktorok atlagos teljesitménye 76 kW.

A szamtani datlag tipusai dsszetett sokasdg esetén:

o Részatlag: az egyes részsokasagok atlaga. (A részsokasagokat itt az egyes szakok hallgatoi
adjak.). Az atlagokat szakonként kell kiszamitani:

- 20%45+40*55+..+10*95

X kézgazddsz 170 65
;‘iogdsz _ 30%45+40*55+..+5%95 62,10
155
P 20*%45+50*55+..+10*95 — 65.90
220
PIL.: Néhany egyetemi szak hallgatoinak teljesitménye statisztika irasbeli vizsgan
Teljesitmény Kozgazdasz Jogasz Mérnok
(pont)

-50 20 30 20
51-60 40 40 50
61-70 60 50 80
71-80 30 20 40
81-90 10 10 20

91- 10 5 10

Osszesen 170 155 220
Részatlagok 65,0 62,10 65,9

o Fodtlag: a teljes sokasag atlaga. Kiszamithaté a részatlagokbol is, a részatlagok
elemszamanak stlyozéasaval.

PL.: a fenti példaban
= 170*65,0 +155* 62,1+ 220 * 65,9
170 +155+220

= 64,54 pont a hallgatok atlagteljesitménye.

4.2 Négyzetes datlag
Az a szam, amellyel az atlagolando értékeket helyettesitve azok négyzetdsszege nem valtozik.

Jelentdsége, hogy az egyes értékek eldjelei kozotti kiillonbséget eltiinteti. Féleg a szorddas
szamitasanal hasznaljuk. Hasonldan a szdmtani atlaghoz ebben az esetben is van egyszeri- és

sulyozott forma.
_ 2 _ 2
X, = in X, = Zfixi
Vo 2/
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Bemutato feladat:
A kenyér szabvany szerinti tomege 1000g. Lemértiink 7 db kenyeret, hogy kiszdmoljuk a
szabvanytol valoeltérés atlagat.

Sorszam A kenyér tomege (g) A szabvanytdl valo eltérés

(2)
1 988 -12
2 1023 +23
3 1010 +10
4 972 -28
5 957 -43
6 1038 +38
7 1012 +12

Az atlagos eltérés szamtani atlaggal szamolva:

- —12+23+10-28-43+38+12 . . o ,
X = =0, azaz a minta alapjan a kenyér tomege szabvanyos.

7
Az atlagos eltérés négyzetes atlaggal szamolva:

C X \/(—12)2 +(23)% +(10)? +(=28)% +(=43)* +(38) + (12)?

Xq:
n 7

A kenyerek atlagosan 26,71g-mal térnek el a szabvanytol.

26,71

4.3. Mértani datlag

Az a szam, amelyet az &tlagolandd adatok helyébe behelyettesitve, azok szorzata nem
valtozik. Altaldban egy folyamat relativ véltozdsanak vizsgdlatakor hasznaljuk, atlagos

fejlodési litemet mutat.
e =M x WD Y17
x, =4/Ilx, X, = [1x,

A IT”: tobb tényezd folyamatos 0sszeszorzasanak matematikai jele.

PL: Egy vallalkozo 1000 eurot helyez el a bankba kamatos kamatra. Az elso 2 évben 4%,
majd 3 évig 5,5%, az utolso 6. évben pedig 6% a kamat. Mennyi az atlagos kamatnovekedés?

k, = %/1,04 *1,04*1,055*1,055*1,055*1,06 —1 = 0,0508

Azaz a hat év alatt atlagosan 5,08% kamatra szamithat

4.4. Harmonikus dtlag

Az a szam, amellyel az egyes atlagolando értékeket helyettesitve azok reciprokanak Osszege
nem valtozik. Altalaban akkor hasznaljuk, ha a viszonyszamok forditott aranyt tiikréznek.
e D 2
h Zl h ZL
X, X,
pl.: Egy személygépkocsi a teljes utszakasz 1/6-at 100 km/h, 1/3-at 80 km/h és a felét 50 km/h
sebességgel teszi meg. Mekkora atlagsebességgel kellene mennie, hogy ezt az utat ugyanannyi
ido alatt tegye meg?
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S
t, =1 t=t;++1;

Vs
s 1 1 1 1200
L T T 1 1 1 2 5 12 o odl8kmih

—+—+ + + + +
6v, 3v, 2v; 6%100 3%80 2+50 1200 1200 1200

4.5 Osszefiiggés a kiilonbozé dtlagok kozott

Ha ugyanazon adatsorbol mindegyik atlagot kiszamitjuk, akkor az aldbbi Osszefiiggést
figyelhetjiik meg:
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5. lecke: Helyzeti kozépértékek

Kovetelmények
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha

felsorolasbdl ki tudja valasztani a mediant, méduszt meghataroz6 helyes definiciot.
szamitott értékrdl el tudja donteni, hogy az médusz, median, vagy egyik sem,
Onéllban ki tudja szdmitani a moduszt diszkrét és folytonos ismérvvaltozé esetén
Onélléan kiszdmitani a mediant diszkrét és folytonos ismérvvaltozo esetén

A megadott adatok alapjan kiszdmolni a keresett kvartilisértékeket.

A helyzeti kozépértékek a sokasagban elfoglalt helyzetiiknél fogva jellemzik a vizsgalt
jelenséget vagy folyamatot. Ahhoz, hogy az egyedek sokasagon beliili elhelyezkedése
jellemezhetd legyen, az egyedeket valamilyen elére rogzitett szabaly szerint sorba kell
rendezni. Altalaban novekvé sorrendbe rendezziik az ismérvértékeket, azaz rangsort
képeziink.

5.1. Modusz

A legegyszerlibb helyzeti mutat6 a leggyakoribb érték, amely egyben a ,,legstiriibb” érték, ¢s
modusznak nevezziik. A modusz egy gyakorisagi eloszlasnak az az ismérvvaltozata, amely a
leggyakrabban fordul eld, azaz a legnagyobb gyakorisaggal. Egy eloszlasnak tobb mddusza is
lehet.

Pl 927 ferfit megkérdeztek a nyakkendojiik szamarol:

Ny. 10 |1 |2 (3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |9> |Ossz

szama

Gyak. | 128 202 1129 |84 |16 20223 |54 |39 |31 |19 927

Diagramon abrazolva:

Gyakorisagok

2501
202 202
2001
1501
1001
54
3934

501 16 23' 19
N sishilins

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 9

Nyakkendék szama (db)

Mo=1 és Mo=5
Azaz ennek a gyakorisagi sornak két modusza van.
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Folytonos gyakorisagi sor esetén mar nehezebb megallapitani a mdédusz konkrét értékét. Az
osztalykozos gyakorisaggal megadott adatok esetében a statisztikai gyakorlat nem egységes.
Kevés ismérvértéket felvehetd diszkrét jelenségnél adott osztalykoz felsd hatarat meghaladja
a kovetkezd osztalykoz also hatara, és ekkor az osztalykozepeknél az osztalykozok tényleges
¢s megadott hatdrai megegyeznek egymadssal, és az osztalyba sorolas egyértelmii. Ekkor az
osztalykdzok megadott alsod €s felsd hataraival kell szamolni. Folytonos ismérvértékeknél
vagy sok ismérvértékkel rendelkezd diszkrét ismérvértékeknél az osztalykoz-hatarok kétféle
megadasa lehetséges. Els6 esetben az adott osztdlykoz felsd hatara €s a kovetkezd osztalykoz
als6 hatara megegyezik egymassal, és az osztalykdz-hatarral megegyezd értékli elemeket az
alacsonyabb osztalykdzbe soroljuk be. Masodik esetben kozolt osztalykoz-hatdrokat adunk
meg, amelyek csak arrol tdjékoztatnak, hogy az osztalykoz-hatarokkal megegyezd értékii
elemeket az alacsonyabb osztalykozbe soroljuk. Ekkor az osztilykozepek kiszamitasahoz és a
modusz és medidn becsléséhez az el6z6 osztalykoz felsd hataraval szamolunk.

0_m0

.fmo _fm -1
+ . *h
g =S I+ oy = )

o+1

m,: a modalis osztalykoz alsé hatara,

fmo: @ modalis osztalykodz gyakorisdga

fino-1: @ modalis osztalykozt megeldzo osztalykoz gyakorisaga,
fmo+1: @ modalis osztalykdzt kovetd osztalykoz gyakorisaga

h: az osztalykoz hossza

pl.: Egy kiskereskedonél az egyik hétvegén megvizsgaltak az egyes vasarlasok osszegét.

Vasarlaskor Vasarlok
fizetett Osszeg| szama (f0)
(Fy)

1-250 29
251-500 34
501-750 54
751-1000 39
1001-1250 20
1251-1500 18
1501-1750 12
Osszesen 206

A tablazatban jol lathato, hogy a legtobb adat 501-750 kozott van, azaz a leggyakoribb érték
itt taldlhato.

Mo =500 + >4-34 %250 ~ 643
(54 —34) + (54 -39)

A vasarlasok 643 Ft koriil surisodtek.

5.2. Median
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A masik leggyakrabban alkalmazott helyzeti kdzépérték a median. A nagysag szerint sorba
rendezett értékek koziil a kozépsd. A medidn az az érték, amelynél kisebb értékek gyakorisaga
azonos a nalanal nagyobb értékek gyakorisdgaval, azaz a median a megfigyelt értékek
rangsorat két egyenlo részre osztja.

Paratlan szamu adat esetén:

n+1

Me = -edik elem a median.

PL: Egy  vizsgén 17  hallgat6  az  aldbbi  pontszdmokat  érte el
8,8,9,10,10,10,11,11,12,12,13,13,13,14,14,14,14,

A median a 9. elem, igy Me=12

Paros szamu adat esetén: a median sorszamat (sye)az alabbiak alapjan szamitjuk ki

n+1 n+1

Spe = ——— — O,SésT + 0,5 -edik elem lesz a median, a hozzatartozo értékeket atlagolni

kell.

pl.: 8 rudugro az alabbi magassagokat ugrotta at:
4,6 4,8 4,8 4,9 50 50 51 53 (m)
A median a 4. és 5. elem atlaga lesz:

1
Me = 2 *(4,9+5,0)=4,95m

Folytonos gyakorisagi sor esetén hasonldoan a moduszhoz, nehezebb megéallapitani a kzEépsd
értéket.

Me =m, +

n/2: a medidn sorszama (k6zépso érték)

me: a mediant tartalmazo osztalykoz also hatara

f'me-1: @ mediant tartalmazo osztalykdzt megel6z6 osztalykdz kumulalt gyakorisaga
fme: @ medidnt tartalmazo osztalykoz gyakorisdga

h: az osztalykoz hossza

pl. 200 diak testmagassagat mérték meg:

Testmagassag |fi fi
(cm)

151-160 30 30
161-170 80 110
171-180 70 180
181-190 10 190
190-200 10 200
Osszesen 200 |-
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A kumulalt gyakorisagbol lehet megallapitani, hogy melyik osztalykozben taldlhatdo a
median.200 elemiink van, igy a median elvileg a 100. és a 101. elem atlaga lenne, ha nem
osztalykozos gyakorisagi sorbdl allapitanank meg, igy azonban csak azt kell meghatarozni,
hogy melyik osztalykozben taldlhatdak ezek az elemek. A tablazatbdl leolvashatd, hogy a
mediant a masodik osztalykdzben kell keresni, ugyanis itt taldlhatdé a nagysag szerint sorba
rendezett adatok koziil a 100. és 101. elem.

—=30
Me = 160+T*10 =168,75cm

a diakok fele 168,75 cm-nél alacsonyabb, fele pedig magasabb.
5.3. Kvantilisek

A kozépértekek mellett fontos helyzeti mutatok a kvantilisek. Ha a rangsorba rendezett
sokasagot egy X-ismérvérték q:(1-q) ardnyban osztja ketté, akkor ezt az ismérvértéket q-ad
rendll vagy g-adik kvantikisnek nevezziik. A kvantilisek meghatarozasa egyuttal a sokasag
egy osztalyozasat jelenti. Ezen osztalyozas soran egyenld gyakorisdgu osztalykozoket kapunk.

5.3.1. Kvartilisek

A sokasagot négy egyenld elemszamu részsokasagra bontjuk.

e Azalso6 kvartilis: Q;, amely megmutatja, hogy a sokasag “s-része mely értéknél kisebb.

o A kozépso kvartilis: Q,, amely megegyezik a mediannal.

o A fels6 kvartilis:Q3;, amely megmutatja, hogy a sokasag 3/4-része mely értéknél kisebb,
illetve 1/4 része mely értéknél nagyobb.

Az also6 kvartilis sorszama:

A fels6 kvartilis sorszama pedig:

s=3%*

A képletek megegyeznek a median képletével, természetesen a megfeleld fogalmak cseréje
esetén.
PL. a felsd kvartilis kiszdmitasa:

3*Z_fqy3—l
— 4

O;=¢q;+ f%

3*n/4: a fels6 kvartilis sorszdma

qs a felso kvartilist tartalmazo6 osztalykoz also hatara

£ 3-1: a fels6 kvartilist tartalmazo6 osztalykozt megeldzd osztalykoz kumulalt gyakorisaga
fy3: a felsd kvartilist tartalmazo osztalykoz gyakorisaga

h: az osztalykdz hossza

Qi Q2 Qs
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5.3.2. Tercilisek

Ha két osztopont segitségével harom egyenld részre osztjuk a sokasagot, akkor terciliseket
kapunk T; és T,). Az also6 tercilis (T;) a sokasdg alsé harmadolopontja, amely megmutatja,
hogy mely értéknél kisebb a sokasdg 1/3-ad része, illetve mely értéknél nagyobb a sokasag
2/3-ad része. A felso tercilis (T,) a sokasag felsé harmadoldpontja, amely megmutatja, hogy
mely értéknél kisebb a sokasag 2/3-ad része, illetve mely értéknél nagyobb a sokasag 1/3-ad
része.

Kiszamitasuk a medidnhoz hasonlo.

Az als¢ tercilis képletet:

n_
4o
T =t + 3 *h
f,
A felsé tercilis képlete:
2% E Ty
T, =t,+ 3 *h
ft3

5.3.3. Decilisek

A decilisek szamitdsa soran 9 osztopont segitségével tiz egyenld részre bontjuk a sokasagot,
azaz tiz egyenld gyakorisagl osztalykozt hozunk létre. Az elsé decilis (D) megmutatja, hogy
a sokasag 1/10-d része mely értéknél kisebb.

Kiszamitésa a kvartilisekhez hasonlo, természetesen a megfeleld jelolések valtoztatasaval.
Példaul a 7. decilis értéke az alabbi képlettel szamithato ki:

7F I f,
D, =d, +—10 " sy
£,
Bemutato feladat:

pl. 200 diak testmagassagat mérték meg:

Testmagassag |fi fi
(cm)

151-160 30 30
161-170 80 110
171-180 70 180
181-190 10 190
190-200 10 200
Osszesen 200 |-

A felsd kvartilis az adatok %a-t jelenti, azaz a 150. és 151. elem atlaga lenne (3*200/4), de
osztalykozds gyakorisagi sornal a kumulalt gyakorisag alapjdn az osztalykozt kell eldszor
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meghatdrozni. A tablazatbol kiolvashato, hogy a felsd kvartilis a 3. osztalykdzben talalhato,
értéke:

30 f 329011
Q;=q, +4f—* h= 17()+47—0* 10=175,71cm, azaz a didkok %i-ed része

q3
alacsonyabb 175,71cm-nél 1/4-ed része pedig ennél magasabb.

Az also tercilis (hasonloan kell meghatarozni, mint a mediant vagy a kvartilist):

t
T =t +- *h=160+ S *10=16458m, azz a didkok 1/3-ad része
t
alacsonyabb 164,58cm-nél 2/3-ad része pedig ennél magasabb.

A 8. decilis (hasonléan kell meghatarozni, mint a mediant vagy a kvartilist):

g* L _f g+2%0 110

S L —— IOT* 10 =177,14cm azaz a diakok 8/10-ed (80%)

része alacsonyabb 177,14 cm-nél 2/10-ed (20%) része pedig ennél magasabb.
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6. lecke: A szorodas és mérése

Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
e Felsorolasbdl ki tudja valasztani a széroddasra igaz allitast.
Felsorolasbol ki tudja valasztani a szorasra igaz allitast.
Felsorolasbol ki tudja valasztani a belsd szorasra igaz allitast.
Onalléan meg tudja hatarozni az adatsor terjedelmét, szorasat, relativ szorasat, az
abszolut ¢és atlagos eltérést.
Ki tudja szdmolni €s értelmezni tudja a belsd szorast, kiilsé szorast és a teljes szorast.
e Meg tudja hatarozni az atlagos kiilonbség mutatészamat, és értelmezni annak
jelentését.

A kozépértekek csak egyetlen tulajdonsagat rogzitik az eloszlasnak, ezért a statisztikai
sokasag jellemzésére altalaban nem elegenddek. Egy sokasag eloszldsa nagyon sokféle lehet,
igy az eloszlas formaja is kiilonbozo lehet.

Az ismérvértékek szorddasanak mérésére és mérdszamok képzésére kiilonbozo lehetdségek
vannak.

Szoérédason azonos fajta szamszeri adatok (altalaban egy mennyiségi ismérv értékének)
kiilonbo6zoségét értjiik. A szorédas mérése az ismérvértékek valamely kozépértéktdl vett
eltérései vagy egymas kozotti kiilonbségei alapjan torténik.

Ezen eltérések, kiilonbségek alapjan szamitott mérészamok a szorodas abszolut mutatoi,
amelyek mértékegysége megegyezik a megfigyelt ismérv mértékegységével.

A szorddas relativ mutatoi elvonatkoztatnak az ismérvértékek mértékegységétol,
nagysagrendjétodl, a szorddas térbeli vagy idébeli 6sszehasonlitasara szolgalnak.

A sz6rodas legfontosabb mutatdészamai:

terjedelem (R),

atlagos eltérés (),

szoras (o, S),

e relativ szoras (V, CV)

atlagos kiilonbség (G).

Az egyes mutatdoszdmokra az elmélet végén talal példat!

6.1. A szorodas terjedelme (R)

Azt mutatja meg, hogy a sokasag elemei milyen értékintervallumban helyezkednek el.

A szorédas terjedelme alatt az el6forduld legkisebb és legnagyobb érték kiilonbségét értjiik:
R=Xmax = Xmin

A szorddas terjedelme egy nagyon egyszerii és csak kozelitd mérészama a szoérodasnak. Az

eloszlasnak csak a legkisebb és a legnagyobb értékét veszi figyelembe, és a két sz¢élso érték

kozotti tobbi értéket nem. Arrdl, hogy a tébbi érték hol helyezkedik el, nem mond semmit.
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6.2. Atlagos eltérés (0)

Az atlagos eltérés az ismérvértékek szamtani atlagtol vett eltérésein alapul, azaz az egyes
értékek szamtani atlagtol vett eltérései abszolut értékének szamtani atlaga:

Zfl. X;—X

Z‘xl —;‘ o=
§=— >f.

l

Mivel az atlag nagysagat nem a sulyok abszolit nagysaga, hanem a sulyok ardnya
befolyasolja ezért a relativ gyakorisagbdl is kiszamithato:

0= Zgi X;—x

Bemutato feladat:

PL 50 izz6 élettartamat vizsgalva.
Elettartam | f; O{Zt.’ ‘ v - ;‘ g g *|x - )_c‘

(ora) Kozep ' Y

600-700 5 650 210 0,1 21,0
700-800 11 750 110 0,22 24,2
800-900 16 850 10 0,32 32
900-1000 10 950 90 0,2 18,0
1000-1100| 8 1050 190 0,16 30,4
Osszesen 50 96,8

5=96,8

Ugyanezekkel az adatokkal dolgozva, csak a gyakorisagokat valtoztatjuk meg:

Elettartam | f; 0§zt: ‘ . - ;‘ gi g *|x - )_c‘
(ora) Kozep ' L
600-700 11 650 210 0,22 46,2
700-800 5 750 110 0,1 11,0
800-900 10 850 10 0,2 2,0
9001-1000| 16 950 90 0,32 28,8
1000-1100| 8 1050 190 0,16 30,4
Osszesen 50 118,4

0=118.,4
6.3. A szords

A legismertebb ¢s a leggyakrabban hasznalt mutatd a szords. A szoras az egyes értékek
szamtani atlagtél valo eltéréseinek négyzetes atlaga, azaz megmutatja, hogy az egyes
ismérvértékek atlagosan mennyivel térnek el az atlagtol.

Tapasztalati szoras: az egész sokasagra vonatkozik.
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Az eredeti tablazat (50 villanyégd) adataibol szdmitsuk ki a szorast

S (x, — x)° _\/5*(650—860)2 +11*(750—860)° +...+8* (1050 — 860)° _120.42

Sf, 5

Tulajdonsagai:

e Ha az ismérvértékhez hozzaadunk egy allandot (A), a szoras értéke nem valtozik, mivel
ilyenkor a szamtani atlag is pont ezzel az allanddval lesz nagyobb.

e Ha az ismérvértéket megszorozzuk egy allandoval (B), akkor a szorés | B|-szeresére
valtozik, mivel ebben az esetben a szamtani atlag értéke ,,B”-szer nagyobb lesz.

A szords mindig nagyobb értékii, mint az dtlagos eltérés!
6.3.1. Variancia

A variancia, vagy szérasnégyzet 6nallo mutatoként is hasznalatos. Nagy jelentosége példaul a
varianciaanalizisben van, amely tobb kozépérték dsszehasonlitdsara szolgal. Tobbféle jelolést
talalunk a szakirodalomban: sz, SS, MQ.

A szorasnégyzet, azaz a variancia a szamtani ¢és a négyzetes atlag ismeretében is
kiszamolhat6:

2 —2 —2
(¢} =Xq_X

6.3.2. A szorasnégyzet és a szoras felbontasa

Ha a sokasag részekre, azaz részsokasagokra bonthatd, akkor a szorasnégyzetet is fel lehet
bontani két részre:

e Bels6 szordsnégyzetre: o,

e Kiilsé szorasnégyzetre oy
A belso- és kiilso szorasnégyzet dsszege a teljes szorasnégyzet:

ol =0,+0;
A belsd szorasnégyzet az egyes részsokasagok (csoporton beliili elemek és a csoport foatlaga
kozott értelmezett kiilonbségekbdl meghatarozott) szorasnégyzeteinek az atlaga. Ebben a
mérdszamban a csoportositd ismérven kiviili, egyéb tényezdknek a szo6rodo ismérve gyakorolt
hatasa jelenik meg.

n, *c?
o, =—>—2 ,ahol j: a csoportositd ismérv valtozatainak a szama
n

2 . . y ’ Jo4 r
0 : aj-edik részsokasag szorasnégyzete
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n;: a j-edik részsokasag elemszama
n: a sokasag elemszama

A kiilso szorasnégyzet az egyes részsokasdgok atlagai (részatlag) és a teljes sokasagi atlag
(foatlag) eltérés négyzetosszegének az atlaga (a részsokasagok nagysagaval silyozva). Ebben
a mutatészdmban fejezddik ki a csoportképzd ismérvnek a vizsgalt mennyiségi ismérvre
gyakorolt hatésa.

, In, *(x;—x) -

_ o , .

oy = ,ahol x;:arészsokasagok atlaga
n

x:a teljes sokasag atlaga (foatlag)

A teljes szords (o, ) azt fejezi ki, hogy a vizsgalt sokasagban az egyes értékek atlagosan
mennyivel térnek el a foatlagtol.

A belso szoras (o) azt fejezi ki, hogy a részsokasagok egyes értékei atlagosan mennyivel
térnek el a sajat részatlaguktol.

A kiilso szords (o ) azt fejezi ki, hogy a vizsgalt sokasagban az egyes részsokasagok atlagai
atlagosan mennyivel térnek el a sokasagi foatlagtol.

Bemutato feladat:
A hallgatok szakok szerinti csoportositasban az alabbi eredményt érték el egy vizsgan. A
maximalisan elérhetd pontszam 100 pont volt.

Szak Hallgatok szama Az elért eredménytiik Az eredmények
(f6) atlagpontszama szOras
Kozgazdasz 20 63 5,6
Jogasz 30 60 5,9
Mérnok 25 50 6,4

Szamitsa ki az adatok alapjan a belsd-, a kiils6 €s a teljes szorast, majd értelmezze azokat!

A vizsga atlagpontszama, azaz a foatlag:

- % % k

T > fix, _20%63+30*60+25*50 5747

> f 20+30+25

A belso szorasnégyzet:

L2 XN *o) _20%56 +30%59° +25%6,4°
? n 20+30+25

A bels6 szoras:

0, =405 =4/3594 =599, Az egyes szakokon beliil a hallgatok eredménye atlagosan 5,99

ponttal tér el az adott szakon elért atlagos pontszamtol.
A kiils6 szorasnégyzet:

. In R, =x)’ 20%(63—57,47)% +30% (60 — 57,47)% +25* (50 — 57,47)°
O-K = =
n 20+30+25
A kiils6 szorés:
O, =+0r =4/29,32 =5,41,: az egyes szakok atlagos vizsgaeredménye 5,41 ponttal tér el az

Osszes hallgato altal élért atlageredménytol.
A teljes szOrasnégyzet:

=35,94

=29,32
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o7 =0, +0, =3594+2932=65,26
A teljes szoras:
o =,/o” =4/6526 =8,08, A vizsgin megjelent hallgatok eredménye 4tlagosan 8,08 ponttal

tér el az Osszes hallgato altal élért atlageredménytol.

6.3.3. A szorashanyados
A szorasnégyzet felbontdsanak segitségével meghatarozhatjuk a szdérashadnyadost, amely a

csoportképzd ismérv (teriileti, mindségi, esetleg mennyiségi) €s a vizsgalt mennyiségi ismérv
kapcsolatat jellemzi, kapcsolatanak szorossagat fejezi ki:

2 2
H_\/G_K_\/_G_B_G_K
_ o s
(e} (e) (¢)

Ertéke: 0 < H < 1 lehet.
6.4. Relativ szoras (V, CV)

Sok esetben a szorddas vizsgalatara a szoras, mint atlagos szorodasi paraméter nem elegendo.
Tovabba bizonyos esetekben sziikség lehet arra, hogy az ismérvértékek nagysdgrendjétol
illetve mértékegységétdl elvonatkoztatott ,tiszta szam” jellegi mérészammal mérjlink, és
Osszehasonlithatova tegyiik a szordsokat. E célbdl barmelyik eddig bemutatott mérdszamot
viszonyithatjuk az atlaghoz. A legismertebb ilyen szordédasi mérészam a relativ szords vagy
variacios koefficiens, amely kifejezi, hogy a szords az atlag hanyad része. Altalaban
széazalékban kifejezve adjuk meg.

y=2

x
Kifejezi, hogy a sokasag egyes egyedeinek értéke atlagosan héany szdzalékkal tér el az
atlagtol.
A relativ szords szazalékosan kifejezve a gazdasagi gyakorlatban a valtozékonysagot az
alabbiak szerint mindsithetjiik:
0-10%: alland6sagot (homogenitast)
10-20%: kozepes valtozékonysagot,
20-30%: erds valtozékonysagot
30% felett sz¢élsséges ingadozast fejez ki.

6.5. Atlagos kiilonbség (G)

Az atlagos eltérés (d) és a szoras () a szamtani atlag alapjan méri az ismérvértékek
kiilonbozoségét. A szorddas az ismérveérteékek egymas kozotti kiillonbségei alapjan is
vizsgalhato, illetve mérhetd. E mutatd bevezetését Corrado Gini, olasz statisztikus javasolta,
ezért Gini-féle mérészamnak is nevezik.

Az atlagos kiilonbség (G) az ismérvértékek egymastdl szamitott kiilonbségei abszolut
értékének szamtani atlaga.
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X; —xj‘

Z3 x| A
- n(n—1) - n(n—1)

Az atlagos kiilonbség azt fejezi ki, hogy az egyes ismérvértékek atlagosan mennyivel térnek
el egymastol.

Szamitasahoz harom munkatéabla sziikséges: ‘x,. -X j‘

Xj] ij Xjn

Xi2

Xin

£

Xin

£fi

x,.—xj‘

Osszesen

A két tabla megtelel6 cellainak szorzata.

Bemutato feladat

PI. 50 izz¢ élettartamat vizsgalva.

Elettartam | f; Oszt. X, — X, fi*
(6ra) Kozép ! x. — x.‘
i J
601-700 5 650 210 1050
701-800 11 750 110 1210
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801-900 16 850 10 160
901-1000 10 950 90 900
1001-1100 8 1050 190 1520
Osszesen 50 4840

R (Terjedelem): 1100-600= 500 ora
Atlag= 860 6ra: egy villanyégd atlagos élettartama.

Atl. Eltérés: 96,8 ora: a villanyégdk élettartama atlagosan 96,8 éraval tér el a sokasag

atlagatol

Szoras 120,42 ora: a villanyégok élettartama atlagosan 120,42 draval tér el a sokasag atlagatol

CV=14%: villanyégdk élettartama atlagosan 14%-kal tér el a sokasag atlagatol

x,.—xj‘

Mivel a féatlora szimmetrikus matrixot kapunk, ezért a tablazatnak csak egy részét toltjiik ki.

650 750 850 950 1050
650 0 100 200 300 400
750 0 100 200 300
850 0 100 200
950 0 100
1050 0
fi*f;
5 11 16 10 8
5 25 55 80 50 40
11 121 176 110 88
16 256 160 128
10 100 80
8 64
fi* 6« x; — xj‘
0 5500 16000 15000 |16000 |52500
0 17600 22000 [26400 |66000
0 16000 |25600 41600
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8000 8000
0 0
168100

Mivel a tablazatot nem teljesen toltottiik ki, ezért a kapott eredményt meg kell szorozni

kettdvel.

G=2*168100/50*49= 137,22 6ra Az egyes égok élettartama atlagosan 137,22 o6raval

kiilonboznek egymastol.
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7. lecke: Aszimmetria, koncentrdacio

Kovetelmények:

On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha

¢ El tudja donteni, hogy aszimmetria esetén milyen 6sszefliggés van a modusz €s a medidn
kozotti!

Felsorolasbol ki tudja valasztani ferdeségi mutato értékére vonatkoz6 igaz allitast.

Ki tudja szdmolni az aszimmetria mutatdszamait.

Felsorolasbol ki tudja valasztani a kiszamolt mutatdoszamok helyes értelmezését.

Az eredmények alapjan ki tudja valasztani az aszimmetria mérészamainak jelentését.

7.1. Aszimmetria

A statisztikai sorokat abrazolva nagyon valtozatos gorbéket kapunk, de nagy tobbségiik
szabalyszeriiséget mutat. Az eloszlasok tipusatol fligg a gorbe lefutasa. Az eloszlasok az
alabbiak lehetnek:

- egy moduszu,
o Szimmetrikus: az adatok atlaga, modusza és medidnja azonos.
o Aszimmetrikus: az adatok atlaga, modusza és medidnja nem azonos.
- tobb méduszu:
Az eloszlasok dbrazolasanal a vizszintes tengelyen az ismérvvaltozatok értékeit tiintetjiik fel,
a fiiggbleges tengelyen az ismérvvaltozatokhoz tartozéo megfigyelt adatokat.

Az egy moduszu gyakorisagi soroknak egy helyi maximuma van. 3 tipusat kiilonboztetjiik
meg.

Szimmetrikus Aszimmetrikus closzlds

eloszlas bal oldali jobb oldali
M A
8 Ei e A
V) /P J A
oo B S 4 e
Mo Me X i Mo Me X ! X Me Mo ‘
Mo=Me=X Mo<Me< X Mo>Me> X
[0y~ Me) = (Me-0)) (0, - Me) > (Me~ Q) (Q; ~ Me) <(Me~ Q)

Egy moduszu eloszlasoknal az aszimmetria (vagy ferdeség) fokénak jellemzésére tobb
mutatdszam is haszndlhatd. A mutatészamokkal szemben tamasztott f6bb kdvetelmények:

¢ A mérészam dimenzid nélkiili legyen,

e Szimmetrikus eloszlas esetén a nulla értéket vegye fel.

7.1.1. Pearson féle mutatoszam

Az aszimmetria egyik altalanos ugynevezett ,,A mérdszamanak™ kidolgozasa K. Person
nevéhez flizédik. A mérdészam képzése abbol indul ki, hogy szimmetrikus eloszlasnal a
szamtani atlag és a modusz megegyezik, mig aszimmetrikus eloszlasnal eltérnek egymastol.

_ x—M,
o

A
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Ha 0,5 < ‘A , akkor mar erds aszimmetriarol beszéliink. Sz¢élsdséges esetben 1-nél nagyobb

érték is eléfordulhat. Ha A>0, akkor baloldali, ha A<0, akkor jobboldali aszimmetridrol
beszéliink. Mivel a moédusz osztalykdzos gyakorisdgi sorbdl lett meghatadrozva, nem eléggé
megbizhato, ezért a medianbol is kiszamolhatd az aszimmetria egy masik Pearson-féle
mutatoszammal.

Bemutato feladat:

Egy kiskeresked6nél az egyik hétvégén megvizsgaltdk az egyes vasarlasok 0sszegét.
Vasarlaskor | Vasarlok Osztalykozép | Kumulalt
fizetett Osszeg | szama (f0) gvakorisag
(F1)
1-250 29 125 29
251-500 34 375 63
501-750 54 625 117
751-1000 39 875 156
1001-1250 20 1125 176
1251-1500 18 1375 194
1501-1750 12 1625 206
Osszesen 206

Mo =500 + 5434 *250 ~ 643
(54 —34)+ (54 -39)
x =733
o =421
733 - 643

A=——"7"—=0,214
421

Az adatsorra gyenge baloldali aszimmetria jellemezd.
7.1.2. . Pearson féle mutatoszam?2

Ez azon gyakorlati megfigyelésen alapul, hogy a mérsékelten aszimmetrikus eloszlasok
esettben a medidn az atlagtél az atlag és a modusz kozotti teljes tavolsag mintegy
egyharmadéval balra vagy jobbra esik

3(x=M,)
- O

P

A mutatd értéke —3 és +3 kozé esik. A 0-hoz kozeli érték gyenge aszimmetridt jelent.
Normalis eloszlas esetén P=0. Ha P>0, akkor baloldali-, ha P<0, akkor pedig jobboldali
aszimmetriarél beszéliink. Ha P< -0,5, illetve P>0,5 esetében erds ferdeség jellemzi az
eloszlast.

Bemutato feladat:

Az el6z6 feladatbol:

Me = 685

_ 3(733-685)
421

Hasonl6 eredményt kaptunk, azaz gyenge baloldali asszimetria.

P =0,342
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7.2. Ferdeségi mutato

A ferdeségi mutat6 az also és a felsd kvartilis mediantol valo eltérésének egymashoz
viszonyitott nagysagan alapul.

_ (@, - Me)—(Me-0,)
(Q, - Me)+(Me - Q,)

A mutatd megoszlasi viszonyszam jellegli, tehat értéke -1 és +1 kdzott mozog.

Ha F=0, akkor normalis az eloszlas. Ha F>0, akkor baloldali-, ha F<0, akkor pedig jobboldali
aszimmetriarol beszéliink.

Baloldali aszimmetria esetén a median az alsé kvartilishez (Q;), jobboldali aszimmetria esetén
pedig a felsé (Qs) kvartilishez esik kozelebb. A 0-hoz kozeli érték az asszimetria hianyat
mutatja, de 0,2-nél nagyobb érték esetén mar nagyfokl aszimmetriar6l beszéliink.

Bemutato feladat:

Az eldz6 feladatbol:

0, =415

0, =990

Fo (990 - 685) —(685—-415) 0

=0,061
(990 — 685) + (685 — 415)

9

7.3. Koncentracio

Koncentracidonak nevezziik azt a jelenséget, hogy a sokasaghoz tartozo teljes értékdsszeg (az
ismérv eléforduldsi értékeinek Osszege) jelentds része a sokasag kevés egységére
Osszpontosul. Az értékosszeg jele: Si

Ha a sokasag elemszama (n) kicsi, akkor mar 6énmagaban is koncentraciot jelent, hiszen a
teljes értékdsszeg keveés egységre 0sszpontosit. A koncentracio Kiszamitasahoz:

e arelativ gyakorisag, és

A koncentréaci6 vizsgalatanak egyik legfontosabb és legelterjedtebb eszkoze a Lorenz-gorbe.
Ez egy egységnyi oldalu négyzetben elhelyezett vonaldiagram, amely a kumulalt relativ
gyakorisag (g;’) fliggvényében abrazolja a kumulalt relativ értékdsszegeket (z;’).
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Kumulalt rel ért. O_(%)

Tw

Kumulalt. Relativ gyakorisag (%)

Ha az abrazolt gorbe az atlon fut, akkor a sokasagban nem figyelheté meg koncentracid, ha
atlohoz kozel, akkor pedig gyenge koncentracio jellemzi a sokasagot. Minél nagyobb az 4tlo
¢s a gorbe kozotti tertilet, annal nagyobb a koncentracié mértéke.

A koncentracidés egylitthatd egy megoszlasi viszonyszam is egyben. A teriiletekhez
integralszamitasra van sziikség, de a mutat6 a Gini-féle mutaté segitségével is kiszamithato.

T, G
Koncentracios egyiitthaté: K = Tk =—
b 2x

ahol
Tk: a koncentracios teriilet nagysaga ( a két gorbe altal bezart tertilet).
Tb: az atl6 alatti teriilet

A K=0, a koncentracio teljes hidnyat mutatja. A K=1 pedig a teljes koncentraltsagot.
Minél kisebb a koncentraltsag, annal kevésbé szorodnak az adatok.
Bemutato feladat:

A Gini-féle mutaténal talalhato feladat folytatasa.

PI. 50 izz6 élettartamat vizsgalva.

Elettartam fi Oszt.

(6ra) Kozép
601-700 5 650
701-800 11 750

801-900 16 850
901-1000 10 950
1001-1100 8 1050

Osszesen 50
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Atlag= 860 6ra
G=2*160900/(50*49)= 137,22 6ra

G 137,22

_2- 2%860

X

=0,080, azaz gyenge koncentracio jellemzi az adatsort.
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8. lecke: A sztochasztikus kapcsolatok

Kovetelmények:

On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha

e Felismeri a sztochasztikus kapcsolatokat leird helyes definiciot.

e A fogalmakhoz parositani tudja azok jelentését(asszociacio, vegyes kapcsolat, korrelacio)

e Felsorolasbol ki tudja valasztani, mikor hasznéalhat6 a Yule-féle egyiitthato.

e Felsorolasbol ki tudja valasztani, mikor hasznéalhat6 a Csuprov-féle egyiitthat6. (Ez a
modulzardban jon eld)

e Felsorolasbol ki tudja valasztani, mikor hasznalhat6 és milyen formaban fejezhetd ki a H-
mutato. (Ez a modulzardban jon eld)

e Felsorolasbol ki tudja valasztani az asszociacié jelentését.

e Onall6an meg tudja hatdrozni a Yule-féle egyiitthato értékét.

A kiszamitott adat alapjan felsorolasbol ki tudja vélasztani két ismérv kozotti kapcsolat

szorossagat.

Megadott adatok alapjan ki tudja t6lteni a kontingencia-tablazatot.

Felsorolasbol ki tudja valasztani a belsd szoras fogalmat.

Felsorolasbol ki tudja valasztani a H-mutato jelentését.

Felsorolasbol ki tudja valasztani a H-mutat6 lehetséges értékeit.

Ki tudja szdmolni a bels6 szorast, a kiilsé szorast, a H-mutato és a H’-mutat6 értékét.

Felsorolasbol ki tudja valasztani a H-mutaté és a H-mutato adott értékének jelentését.

Felsorolasbol ki tudja valasztani, minek a jellemzésére alkalmas a korrelacios egyiitthato,

Listabol ki tudja valasztani a korrelacios egyiitthato lehetséges értékeit,

Adott ismérvekrdl el tudja donteni, milyen korrelacids egyiitthatoval jellemezhetdk,

Ki tudja valasztani a korreldcioszamitasra alkalmas feladatokat, ehhez nem talaltam

kérdést

Adott adatsor alapjan ki tudja szamitani a korrelacios egyiitthatot.

e Ki tudja szamolni és értelmezni az eldjelkorrelacids egyiitthatot. Ehhez nem talaltam
kérdést

¢ Ki tudja szamolni a rangkorrelacios egyiitthatot.

Ha egy sokasdgot statisztikai modszerekkel vizsgdlunk, akkor tobbféle szempont (ismérv)
alapjan is csoportosithatjuk (pl. a hallgatokat: nem, magassadg, tanulmanyi atlag, stb.). A
kiilonféle csoportositasokkal kapcsolatban feltehetdé a kérdés, hogy mutatnak-e ezek
hasonldsagot, azonossagot, vagy teljesen mas jelleglieck. Ha a vizsgalt sokasag kiilonbozd
ismérvek alapjan feltarulo szerkezete hasonldsidgot, azonossdgot mutat, akkor ismérvek
kozotti kapesolatrol beszéliink. Ez a kapcsolat lehet:

- sztochasztikus jellegli: statisztikai valoszintiségen alapuld,

- teljes meghatarozottsagu: pl. a sziiletési év és az életkor kozott.

Sztochasztikus (valosziniiségi) kapcsolatnak nevezzik az olyan 0sszefiiggést, amikor az
egyik jelenség egy masik jelenségre hatassal van, de nem hatarozza meg egyértelmiien annak
alakulasat, mert arra mas tényezok is hatnak.

Két mindségi ismérv (pl. iskolai végzettség és beosztas), vagy két teriileti ismérv (sziiletési
hely és lakhely), vagy egy mindségi €s egy teriileti ismérv (valasztott szak ¢és a gyakorlati
hely) kozotti kapcsolat elemzésére szolgal. Az emlitett esetekben nem szamadatokkal
megfogalmazhatd ismérvek alapjan tortént a csoportositas.
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8.1 Asszocidacio

Az asszociacido (ismérvek kozotti kapcsolat) kimutatdsa érdekében a sokasidg elemeit
ugynevezett kontingencia tablaba rendezziik. Két ismérv esetén a tabla a kovetkezo:

Ismérvek 1 2 )
1 f11 fi2 fi.
2 1) o £
> f, ) n

Bemutato példa: Egy vallaltnal 50 diplomdas dolgozik, és koziilik 15 a né. A kozépfoku
végzettségliek 1étszama 150, és ebbdl 60 a nd. Rendezziik az adatokat tablazatba:

Ismérvek Diplomas Kozépfoku Osszesen
végzettségl

Férfi 35 90 125

N6 15 60 75

Osszesen 50 150 200

Kettonél tobb ismérvvaltozat esetén értelemszeriien tobb sor vagy oszlop lesz a kontingencia
tablazatban.
Az asszociacios mutatok a kovetkezok lehetnek:

- Yule-féle

- Csuprov-féle

- Cramer-féle.

8.1.1.Yule-féle asszociacios egyiitthato
Csak alternativ (azaz két ismérv) ismérvek esetén hasznalhatd. Alapgondolata a

fliggetlenséghez kapcsolddik. Két egymastol fliggetlen esemény egylittes bekovetkezésének
valészinlisége egyenld a két esemény bekovetkezési valoszinliségének szorzataval:

fofu_fu
n n n

Mivel alternativak az ismérvek, ezért a fiiggetlenség az alabbi:
Ju S
fll f22

ha f1,*f5,-f5*£1,=0, akkor nincs kapcsolat.

Minden nullatél val6 eltérés esetén kiszamithatd a kapcsolat szorossaga.
a:f;l*fzz_le*f;z 8u*8n—8n*8n
Ju* ot fu*fi 8u*8nt8n*8n

vagy a =

-1<a<1
A 0’ a kapcsolat hidnyat, azaz a fiiggetlenséget jelenti. Az 1 pedig a teljes
meghatarozottsagot. Ha | a ‘ >0,7, akkor a kapcsolat szorossaga mar erésnek mondhato.
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Bemutato feladat
A hallgatokat a szakteriilet és a karriercéllal valo rendelkezés alapjan csoportositottuk:

1.

Karrier cel | Van nincs Osszesen
szak
meérnok 32 68 100
kbzgazddsz 22 78 100
Osszesen 54 146 200

Vizsgalja meg, hogy van e kapcsolat a hallgato szakteriilete és a karrier céllal valo
rendelkezés kozott?

2. Mit jelent a kiszamitott mutato?

_ 32%78-22%68

a = =
32%78+22%68

0,25

A vizsgalt hallgatoi kérben a szakteriilet és a karrier céllal rendelkezés kozott gyenge

kapcsolat van.

8.1.2. Csuprov-féle asszociacios egyiitthato

Ha az

ismérvvaltozatok

szama

fiiggetlenségvizsgalathoz kapcsolodik.

T: Csuprov-féle egyiitthato,

kettonél

tobb,

akkor

2

X

T:
\/n*\/(s—l)*(t—l)

s: az egyik ismérv valtozatainak szdma
t: a masik ismérv valtozatainak szdma
n: a sokasag elemszdma

2 C t(f;'j_f;;)z *
y4 :ZZT f;..:

fij: tapasztalati gyakorisag
fij*: elméleti gyakorisag

i=1 j=1

has<t 0T <4 s-1
V-1

hasznaljuk.

fixf;

n

Ez i1s a

Ha s=t, akkor T=1, azaz az ismérvek kozott osszefiiggés nagyon intenziv. Altalaban gy
valasszuk meg az ismérvek jelolését, hogy s<t legyen.

Bemutato feladat

A hallgatokat a szakteriilet ¢és az oktatassal vald elégedettség rendelkezés alapjan

csoportositottuk:
Szak Meérnék Kézgazddsz | Kozgazdasz | jogdsz | Osszesen
foisk. egyetem
elégedettség
Nem tudja 69 83 99 53 304
Nem elégedett 12 56 26 5 99
elégedett 19 91 35 42 187
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| Osszesen | 100 ] 230 160 | 100 590]
rs 1% . P fi*xf,
Elméleti el6fordulasok szamitasa: f; =
n
. 100*304 «  230%304 . 100*187
= “s00 = 51,5 fo=——"""=1185 fu= “s00 = 31,7, stb.
zak Mérnok Kozgazdasz | Kozgazdasz |jogasz | Osszesen
foisk. egyetem
elégedettség
Nem tudja 51,5 118,5 82,5 51,5 304
Nem elégedett 16,8 38,6 26,8 16,8 99
elégedett 31,7 72,9 50,7 31,7 187
Osszesen 100 230 160 100 590
st )2 2
i Ji 69 - 51,5
1= Z(f’ 1) _( ) _ 595
i=1 j=1 i 31,5
A % — bsszetevoi:
Szak M¢érnok Kozgazdasz |Kozgazdasz |jogasz |Osszesen
foisk. egyetem
elégedettség
Nem tudja 5,95 10,64 3,30 0,04 19,93
Nem elégedett 1,37 7,840 0,02 8,29 17,52
elégedett 5,09 4,49 4,86 3,35 17,79
Osszesen 12,41 22,97 8,18| 11,68 55,24
= 55,24 =0,1955

_ X
T_\/n*w/(s—l)*(t—l)

\/590*

Ki kell szamolni a T-intervallumat:

3-1
4

T

azaz, 0<T<0,9036

= 0,9036

J@-D*(4-1)

A szakteriilet és az oktatassal vald elégedettség kozott gyenge a kapcsolat (T=0,1955).

8.1.3. Cramer-féle asszocidcios egyiitthato

Az asszociacios Osszefliggések térbeli vagy idébeli 6sszehasonlitasakor gondot okozhat, hogy
ugyanazon ismérv valtozatainak szdma nem azonos a két helyen vagy a két idépontban ( az
el6z6 bemutatd példaban, ha a jogaszok nem minden kérdésre valaszolnak). Ilyen esetben a
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Csuprov-féle asszociacios egyiitthatd nem hasznélhat6 az elemzés soran, helyette a Cramer-
féle asszociacios egyiitthatot hasznaljuk.

C= /—752
n*(s—-1)

0<C<1

8.2. Vegyes kapcsolat

Ha egy vizsgalt sokasdgot egy mennyiségi ismérv és egy mindségi ismérv alapjan is
felosztunk, és arra keressiik a valaszt, hogy a két felosztas kozott, azaz a két ismérv kozott
van-e Osszefiiggés, akkor egy vegyes kapcsolatot elemziink. A kapcsolat meglétét, vagy annak
hianyat a H-mutat6 segitségével hatarozhatjuk meg.

Az Osszetett sokasagot felosztjuk részsokasagokra, és megvizsgaljuk:

1. ateljes szoérast o ( az egyedi adatok és a foatlag eltérése).
2. akiils6 szorast ok ( a részatlag ¢s a foatlag eltérése).
3. abelso szorast op (az egyedi értékek és a sajat részatlaguk eltérése).

2 2 2
O, =0, +t0;

Ez az Osszefiiggés lehetové teszi, hogy egy vegyes kapcsolat jellemzésére alkalmas mutatot
képezziink:

H_C%_ o
O-T o-T
0<HXZLI1

A kapcsolat jellemzésére a mutaté négyzetét is hasznalhatjuk (H?), amelyet szazalékos
formaban adunk meg. A mutatdé arra ad valaszt, hogy hdny szdzalékban magyardzza a
csoportositd ismérv (mindségi vagy teriileti) a sokasadg mennyiségi ismérv szerinti szorédasat.

2
O K

H2

o’r
Bemutato feladat:
A hallgatok szakok szerinti csoportositdsban az aldbbi eredményt érték el egy vizsgan. A
maximalisan elérhetd pontszam 100 pont volt.

Szak Hallgatok szama Az elért eredményiik Az eredmények
(6) atlagpontszama szoras
Kozgazdasz 20 63 5,6
Jogasz 30 60 5,9
Mérndk 25 50 6,4

Szamitsa ki az adatok alapjan a belsd-, a kiils6 és a teljes szorast, majd értelmezze azokat!

A vizsga atlagpontszama:

- s * s

i > fix, _20%63+30*60+25*50 57,47
> f 20+30+25

A belso szorasnégyzet:
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n_*UZ_ % 2 % 2 % 2
0222 ;¥ o5 _20%5,6° +30%59% +25%6,4 _ 3594
n 20+30+25

A bels0 szoras:

O, =02 =4/3594 =5,995 .

A kiils6 szorasnégyzet:

o n, ”‘(x_j—})2 _20*(63-57,47)> +30*(60—57,47) +25*(50-57,47)> _ 103
o n 20+30+25 ’

A kils6 szoras:

= ol =4/29.32 =5,415,

A telj es szorasnégyzet:
o7 =0, +0, =3594+2932=65,26
A teljes szoras:

o =,Jo? = /6526 =8,078,

0'_K_5415

o, 8,078

=0,6703 H? =0,4493 =44,93%

A szak és a vizsgan elért pontszam kozott kozepes erdsségii a kapcsolat. A szakteriilethez valo
tartozas 44,93%-ban befolyésolja az elért pontszamok szorddasat.

8.3. Korrelacio

Mennyiségi ismérvek kozotti  sztochasztikus kapcsolat  szamszerli  jellemzésével és

elemzésével a korrelacioszamitas foglalkozik.

Feladata:

e Megallapitani, hogy a két ismérv kozott valoban fennall e a kapcsolat, €s ha van kapcsolat,
akkor az milyen jellegii.

o A két ismérv kozott 1évo kapcesolat szorossaganak a megallapitasa.

Két mennyiségi ismérv esetén (x;y), a valtozok kozotti kapesolat erdsségét a korrelacios
egyiitthato (r) fejezi ki. Ertéke —1és +1 kozott lehet. Ha r negativ, akkor a két valtozo
ellentétes iranyban valtozik.

0,9 felett igen szoros

0,7-0,9 szoros

0,6-07 kozepes

0,5-0,6 gyenge

0,4 alatt laza

8.3.1. Elojel korrelacio

Az Osszetartozo értékparok atlagtol valo eltérései eldjele alapjan méri a kapcsolat szorossagat.

e ahol p jelenti azoknak az értékparoknak a szamat, amelyeknek az atlagtol valo eltéréseik
eldjele megegyezik.
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e ahol q jelenti azoknak az értékparoknak a szdmat, amelyeknek az atlagtol valo eltéréseik
eldjele eltéro.

Elénye, hogy kevés szamitassal, gyorsan tdjékozodhatunk két mennyiségi ismérv kozotti
kapcsolat meglétérdl €s annak mértékeéral.

Hatranya azonban, hogy csak ,durva” mérészam, ezért pontosabb elemzéshez nem
hasznalhato.

Bemutato feladat
Vizsgaljuk meg, hogy van e Osszefliggés az egy fore es6 GDP (euro) és az 1000 lakosra jutd
személygépkocsik szamanak alakulasa kozott néhany eurdpai orszag adatai alapjan.

S.szam. 1 fére jutd | Atlagtol | 1000 lakosra jutd | Atlagtol
GDP Az Eu |vald személygk. szdma |valo
orszagaiban | eltérés eltérés

eldjele eldjele

1. 22380 + 412 +

2. 20880 + 403 +

3. 25930 + 310 -

4. 7290 - 170 -

5. 2970 - 200 -

6. 23030 + 485 +

7. 20460 + 521 +

8. 7450 - 205 -

9. 13970 - 335 -

10. 36080 + 449 +

atlag 18044 349

p=9 g=1, tehat szoros a kapcsolat

8.3.2. Rangkorreldcio

......

ismérvvaltozatokat rangsoroljuk, akkor a rangsor mar alkalmas a két mindségi ismérv
sztochasztikus kapcsolatanak elemzésére.

Ezt a korrelacios egyiitthatot rangsorkorrelacios vagy Spearman-féle korrelacios
egylitthatonak nevezziik.

D?
r.=1- 6% : Di2 =('xi—yi)2
n(n” —1)

ahol DiZXi-yi
n: pedig az elemek szama

Bemutato feladat
Arra keressiik a valaszt, hogy a tehenek fejéskori és etetéskori viselkedése kozott
(nyugtalansag) van-e valamilyen osszefiigges.

Sorszam | Fejés alatti | Etetéskori D |D’
nyugtalansag | nyugtalansag
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1 5 4 1 |1
2 6 8 -2 |4
3 10 7 3 |9
4 9 9 0 |0
5 1 2 -1 |1
6 2 1 1 |1
7 3 5 -2 |4
8 7 6 1 |1
9 8 10 -2 |4
10 4 3 1 |1
Ossz. 26
. 6xD}
n n(n® —1)
ro=1- % =0,84, a tehenek fejéskori és etetéskori viselkedése kozott szoros az
osszefiigges.
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II1. modul: Indexszamitas

9. lecke: Aggregat tipusu indexszamitds

Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
e A meghatarozasok koziil ki tudja vélasztani az ar-, érték- és volumenindex helyes
jelentését.
e Felsorolasbol ki tudja valasztani, mikor hasznaljuk a bazisiddszaki silyozast.
o Konkrét adatok alapjan ki tudja szamolni az egyes indexeket €s kiilonbségeiket.
e A kiszamolt adatok alapjan ki tudja egésziteni az adatok jelentésére vonatkozd
mondatokat.

Az index-szamitas olyan Osszehasonlitd viszonyszamnak, melyek kozvetleniil nem
Osszesithetd mennyiségek, egyiittes, atlagos valtozasat fejezi ki. A termelés, a szolgaltatés, a
kereskedés, a fogyasztas, a felhasznalas, mint tarsadalom-gazdasagi kategoridk elemzése,
kiilonbozé mértékegységben rendelkezésre allo, kiilonbozdmindséget képviseld sokasdgok
egylittes vizsgalatat igényli.
A dinamikus viszonyszamokkal mindig csak 1-1 termék daranak illetve mennyiségének
alakulasat vizsgaltuk. A gazdasagi életben azonban sziikség van olyan szamitasokra, amelyek
egyszerre fejezik ki tobb termék ar- és mennyiségvaltozasdnak hatasat, pl. az arbevételre. Erre
szolgalnak az indexszdmitasok. A valtozast kifejezhetjiik mind relativ (I= index), mind
abszolut (K=kiilonbsé¢g) modon.
Az Osszehasonlitas elvégezhetd:

- térben: 2 orszag vagy két vallalat adatait hasonlitom,

- id6ben: 2 év adatait hasonlitom Ossze.
Az értékben tOrténd Osszehasonlitast aggregalasnak, az Osszesitett értékadatokat
aggregatumoknak nevezzik.

Jelolések:
- = mennyiség (volumen)
- P ar
- vy érték vi=qi ¥ pi

- i=egyedi indexek

- k=egyedi eltérések
Napjainkban nem egyféle arut termelnek és forgalmaznak a vallalkozasok, ezért érthetd, hogy
Osszevont mutatokkal vizsgaljak tevékenységiik idébeli alakuldsat, illetve hasonlitjak azt mas
vallalkozasok, teriiletek adataihoz.
Természetesen az egyedi indexeket is hasznaljdk, mert az egyes termékek ar, mennyiség ¢és
értekvaltozasat ezek fejezik ki. A termékekre szamitott egyedi indexek dinamikus
viszonyszamok.
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A termékek mennyiségi és darvaltozasat egylitt vizsgdlva legegyszerlibben az érték
Osszehasonlitasaval oldhatdé meg. A kiilonbozd termékekbdl szarmazd bevételek, termelési
értekek azonos mértékegységliek, igy Osszesithetdek, és Osszehasonlithatok mind hanyados,
mind kiilonbség formajaban is. A leggyakrabban az iddbeli 6sszehasonlitast végezziik.

9.1. Ertékindex, és értékindex differencia.

A termelés, a forgalom, a fogyasztas értékének egyiittes, atlagos valtozasat mutatja, vagyis két
olyan aggregatum hanyadosa, melyek a mennyiségi €s az dradatokban is eltérnek egymastol.

I — qu * pl
" Zq,* p,
K, =2q,* =24, " Py
Azaz az értékindex megmutatja, hogy a mennyiség ¢€s az ar egyiittes valtozasa esetén, hogyan

valtozott az érték az Osszes terméket figyelembe véve (hadnyszorosara). Az érték kiillonbség
(értekindex differencia) pedig azt, hogy mennyivel valtozott az érték.

Bemutato feladat

Egy piaci arus forgalma két iddpontban

Termékek 2018. december 2019. december
Eladott egyseégar Eladott egyseégar
mennyiség mennyiség
A-termék (db) 1200 20 1250 25
B-termék (kg) 250 160 280 210
C-termék(kg) 700 150 500 280

1. Hogyan valtozott az arbevétel?
Ertékindex és értékindex differencia

I g, *p, 31250+ 58800+140000 230050

" Sg,*p, 24000+ 40000+105000 169000
K, =3q,*p, —Zq, * p, = 230050 — 169000 = 61050F1

=13612=136,12%

A termelési értek valtozasat természetesen termek fajtanként, dinamikus viszonyszamként, is
meghatdrozhatjuk, amelyeket egyedi értékindexnek neveziink.

Az egyedi termékek értékének eltérését mutatja, azaz hogyan valtozott az adott termékre
vonatkoz6 termelési érték, forgalom a bazisiddszakrol a targyiddszakra.

*
VY 4y P . o
i =—= =i *i
sk q p
Vio 490" Pio
kv =Vi Vo

A vizsgalt termékek értekének valtozasa részben az éarak valtozdsanak, részben a
mennyiségek valtozasanak kdszonhetd.
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9.2. Arindex és arindex differencia

Az arvaltozéas hatdsdnak vizsgélatakor a mennyiséget allandonak tételezziik fel. Kiilonb6zo
statisztikusok eltérd sulyozast hasznaltak, igy a kovetkezé modon szamolhatunk.
1. Targyévi sulyozas: Paashe-féle arindex:
*
[1 — ]P — qu p 1
p p %
2q,* p,
2. Bazisévi sulyozds:Laspeyres-féle arindex
%k
10 — IL — Zc]o p 1
p p %
24, ™ Py

3. A két arindex mértani datlaga: Fisher-féle arindex:

F_ [q1 0
"= *1

K, =%q,p, —Zq,p,
K, =%q,p, —Zq,p,

4. [Eltéréesek:

Az arindex kifejezi, hogy hanyszorosara valtozott az érték, csak az arvaltozas hatasara, az
arindex differencia pedig azt, hogy mennyivel valtozott az érték.

A képletekben szerepld qopi €és qipo szorzatok Osszegzéseként kapott értékadatokat fiktiv
aggregatumoknak nevezziik, mivel ezek a valosagban nem léteznek.

Bemutato feladat
Folytassuk az el6z¢ feladatot!
Arindex ¢és arindex differencia:

g _Zq4 *p _ 230050 _ 230050 _ | oq-
>q, * p, 1250%20+280*160+500*150 144800 ~
3k %k 3k sk
g0 _gi_Zqo*p 1200%25+250%210+700*280 278500 | (g

2q, * po 169000 169000
I =.J7I) =7, = V1.5887 *1,6479 = 1,6180 = 161,80206
K'! =3qg,p, —=q,p, = 230050 — 144800 = 85250 F1¢

V2

K =%q,p, —=q,p, = 278500 — 169000 = 109500 F¢

Természetesen az arindexet illetve az arvaltozasbol adodo kiilonbséget is meghatarozhatjuk
termékenként, ebben az esetben egyedi arindexrdl illetve egyedi arindex kiilonbségrol

beszéliink.
Adott termeék arvaltozasat fejezi ki.
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Pi
Pio
kp = Pi1 — Pio

lp=

9.3. Volumenindex és volumenindex differencia

Ebben az esetben az arat tekintjiik 4llandonak, igy itt is kétféle sulyozas lehetséges.

1. Targyévi sulyozas: Paashe-féle mennyiségindex:
Jl =P = 2q, * p
g Tqg = *
2q,* P,
2. Bazisévi sulyozas:Laspeyres-féle mennyiségindex
]0 :IL — ZQI >l<1?()
q P
24, * Dy

3. A két arindex mértani dtlaga: Fisher-féle mennyiségindex:

F_ [q1 0
]q o ]q*lq

K; =2q,p, — 24,
K(? =2q,py —24,D,

4. Eltérések:

A volumenindex kifejezi, hogy hanyszorosara valtozik az érték, csak a mennyiségi valtozas
hatdséra, a volumenindex differencia pedig azt, hogy mennyivel valtozik az érték. Az egyedi

volumindex és egyedi volumenindex kiilonbség is meghatarozhatd termékenként:

l’q Zﬁ
;0
kq =414

Ha érték formajaban jelenitjiik meg mind az arak, mind a mennyiségek valtozasanak hatasat,

akkor az alabbi 0sszefliggések irhatok fel:
- azar hatésa:

4.1Pi1 —41Pio
qi0Pit —4i0Pio
- amennyiség hatasa:
41Pin —4i0Pi
4i1Pio —4i0Pio

A mennyiségi valtozasa termékenként:
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az ig: a termékek mennyiségének relativ valtozésa a kq a termékek eladott mennyiségének
abszolut valtozasa

Bemutato feladat
Folytassuk az el6z6 feladatot!
Volumenindex és volumen differencia

g, * p, 230050

1; = ];’ = S =
q,*p, 267500

= 0,8260

g, * p, _ 144800
g, * p, 169000

17 =1} *1° =./0,8260%0,8568 = 0,8413 =84,13%
K, =%q,p, —2q,p, = 230050 — 267500 = ~48450F
K] =%q,p, —Zq,p, = 144800169000 = 24200

0 L
1, =1,=

=0,8568

Bemutato feladat

Az eddig kiszdmolt mutatok szoveges elemzése:

Egy piaci arus arbevételének alakulasat vizsgaltuk 2018. és 2019. decemberi adatainak
Osszehasonlitasaval. Az drak mindharom termék esetében néttek, a legnagyobb mértékben a
C-termék egységara emelkedett 86,67%-kal, a legkisebb mértékben az A-termék eladasi ara,
25%-kal. A B-termék egységara 31255-kal nétt. Az A-termékbdl az eladott mennyiség csak
4,15%-kal volt tobb 2019. decemberében, a B-termékbdl azonban 12%-al adtak el tobbet. A
C-termék eladott mennyisége csokkent 2018-hoz képest 28,57%-kal. A fentiek hatasara az
egyes termékekbdl szarmazé arbevétel ndvekedése a B-termék esetében a legnagyobb, 47%.
A C-termék eladasabol szarmazo arbevétel 2019-ben 32,33%-kal volt tobb, mint 2018-ban, az
A-termék pedig 30,21%-kal.

Az egységarak és az eladott mennyiségek valtozasa miatt a kereskedd arbevétele 2019-ben
36,12%-kal volt tobb mint 2018-ban, ez 61.050 Ft-nak felel meg. Az atlagos arvaltozas
61,80%volt, mig az eladott mennyiségek atlagosan 15,78%-kal csokkentek.

9.4. Indexek kozotti osszefiiggések

Mivel az ar- és a volumenindex csak az egyik tényezd valtozasat fejezi ki, ezért szorzatuk az
értékindexet adja, mivel az az ar és a mennyisé€g egyiittes valtozasanak a hatasat fejezi ki.

_ 70 1 _ 7l 0 _ yF F
I,=1*%1 =1 *I) =1 *I,

p

_ Kl 0 _ -0 1
K,=K,+K,=K,+K,

9.5. Az indexek atlagformadai

Az indexek nemcsak aggregat formaban szamithatok, hanem az egyedi indexek atlagaval is.
Ilyenkor a suly szerepét az indexben szerepld valamelyik — éppen rendelkezésre 4ll6 —
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aggregatum, illetve annak mennyiségi viszonyszamai toltik be. A stilyozas modja pedig attol
fligg, hogy az illetd aggregatum az index szamlaldjaban vagy nevezdjében foglal helyet.

Ha csak a bazisiddszaki vagy csak a targyiddszaki értékdsszeg all rendelkezésiinkre, akkor az
indexek atlagformaban szdmithatoak.

9.5.1. Az értékindex atlagformai

Abban az esetben, ha csak a bazisiddszaki ar és mennyiségi adatok ismertek, illetve az egyes
termékcsoportok egyedi értékindexe, akkor az értékindexet szadmtani atlag forméaban tudjuk
kiszamolni. A stuly ebben az esetben a bazisiddszak aggregatuma.

I = Zq,po *i,

" Zq,* p,

Ha a targyiddszaki ar és mennyiségi adatok ismertek, illetve az egyes termékcsoportok egyedi
értekindexe, akkor az értékindexet harmonikus atlag formaban tudjuk kiszdmolni. A suly
ebben az esetben a targyiddszak aggregatuma.

__ 2q, * p,
quikpl
1

v

9.5.2. Az arindex atlagformai
Hasonlo6an az értékindexhez, ebben az esetben is kétféle szamitas lehetséges:

- Szémtani atlag:

70 2P ™, P
" 2q,* py " Xq,*p,
- harmonikus atlag formaban:
70— 2q,* p, 7! 2q,* p,
PP Y
2 0 1 E 1 1
i, i

9.5.3. A volumenindex atlagformai

A volumenindex is meghatdrozhat6 mindkét atlagolassal.
- Szémtani atlag:

70 = 240Dy *iq I = 24,P *iq

T X, *p, o Zq,*p
- harmonikus 4tlag formaban:
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Bemutato feladat:
Egy vallalkozas kereskedelmi tevékenységére vonatkozo adatok:
Arucsoport Arbevétel Ertékesitett Arbevétel
2017-ben (eFt) mennyiség
2018-ban a 2017. év %-aban
A 4.000 115,00 145,00
B 9.000 110,00 125,00
C 3.000 125,00 140,00
D 12.000 98,00 120,00

Feladat:

e Szamitsa ki a négy arucsoportra vonatkozoan az érték-, ar- és volumenindexeket!

A 2017. évi arbevétel a targyévi adat, azaz ismert minden arucsoportra a gopo.
Az értékesitett mennyiségi valtozas az iy, az arbevétel valtozasa az i,.

!

_ Zqyp, *i, 4000 #1,45+9000%*1,25 + 3000 *1,40 + 12000 *1,20

v

2q,* po

]0

4000 + 9000+ 3000 +12000

_2qepy *i,  4000%1,15+9000 1,10 +3000 *1,25 + 12000 0,98

q

2q,* po

4000 +9000 + 3000 +12000

Az egyedi arindexek kiszamithatok:

ipa=1,45/1,15=1,26
ip=1,25/1,1=1,14
ipc- 1,4/1,25=1,12
ipp- 1,2/0,98=1,02

24D *i, 4000 #1,26 +9000 * 1,14 + 3000 * 1,12 + 12000 * 1,02

=1,2732=127,32%

=1,0718 =107,18%

I° =1,1036 =110,36%
7 2q,* P, 4000 + 9000 + 3000 + 12000

I' = 12732 _ 1,1537
71,1036

I' = 1,2732 =1,1879
P 1,0718

Ezutan a Fisher-féle ar-és volumenindex mar kénnyen meghatarozhato.

9.6. Az aggregat indexek hasznalata teriileti osszehasonlitds esetén

Az aggregat tipust indexeket teriileti 6sszehasonlitasra is hasznaljuk. Azonban csak abban az
esetben hasznalhatok, ha:

e Azonos id6szakra vagy idOpontra vonatkoz6 adatokat hasonlitunk 0ssze,
e Az dsszehasonlitas alapja (bazisa) a vizsgalattol fligg, vagy az elemzd donti el.

e A szamszerli eredmények megfogalmazasakor nem hasznéalhatok a ndvekedés vagy
csokkenés kifejezések. Helyettilk a nagyobb, kisebb, magasabb, eltér szavak

hasznalatosak.
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A teriileti 0sszehasonlitas specidlis esete két orszag (eltérd valutdju) adatainak Osszevetése,
elemzése.

Az értékindexnek nincs jelentése, hiszen kiilonb6zé pénznem szerepel a szamlaloban és a
nevezdben. Az ar- és volumenindexnél csak a Fisher-féle képleteket értelmezziik, mivel nagy
lehet az eltérés mind az arakban, mind a mennyiségekben. Az arindex jelentése ¢s kifejezési
formaja megvaltozik. Arszinvonalat hasonlitunk sszes, igy nem lehet szazalékos formaban
felirni, hanem a vizsgalt valutdk hanyadosaként jelenik meg. A valutdkat a nemzetkozileg
megszokott jelekkel hasznaljuk, pl.: a forintot HUF- jel6léssel. A mennyiségi index megdrzi
eredeti jelentését, a két orszdg lakdinak a vizsgalt termékekbdl vald fogyasztdsanak
hanyadosakeént.

Bemutato feladat

Két orszag élelmiszerfogyasztasat az alabbi adatok jellemzik

Termék D orszag G orszag
Egy fore juto | Eladasi ar (delta | Egy fore jutod Eladasi ar
fogyasztas pénznemben) fogyasztas (gamma
pénznemben)
1. termék 20 3 40 8
2. termék 30 4 10 9

Hasonlitsa 0ssze a két orszag 1 fore jutd fogyasztasdnak mennyiségét €s a valutdk
vasarloerejét. A viszonyitasi alap a D orszag legyen.

40*8+10*9 410
20*%8+30*9 430
40*3+10%4 160
20*¥3+30*4 180
I,(G/D)= 10,9535 %0,8889 = 0,9206 = 92,60
A termékek korét vizsgalva az egy fore jutd fogyasztas G-orszagban 7,4%-kal kevesebb volt,
mint D-orszagban.
% *

19(G/D) = 40*8+10*9 _ 410

P 40*3+10*4 160

G
[, (G/D)= =0,9535

I>(G/D) = = 0,3889

=2,5625

20%8+30*9 430
20%3+30*4 180
IE(G/D) = \/2,5625 *2,3889 =2,4742G /D

D orszag egy valutijanak (delta) vasarloereje egyenld 2,4742 gamma valuta vasarlderejével
(G-orszag valutajaval).

I>(G/D) = =2,3889

9.7. Indexsorok

Gyakran nem kettd, hanem t6bb iddszak (idépont) adatait kell 6sszehasonlitani. Ekkor minden
id6szakhoz (idoponthoz) ki kell szamitani az indexeket. Az igy kapott értékek indexsort
alkotnak.
Az 6sszehasonlitastol fliggden a dinamikus viszonyszamokhoz hasonléan lehet bazis- és lanc-
indexsor. A stlyozas modja szerint az ar- és volumen-indexsor lehet

e Allandé sulyozasu indexsor

e Valtozo6 sulyozasu indexsor.
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10. lecke: Standardizdlasos indexszamitas

Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
e Adott adatatok alapjan felsorolasbdl ki tudja valasztani, mit fejez ki a féatlag-index, a
részatlag-index és az 0sszetétel-index.
e Meg tudja hatarozni a féatlagokat,
e Adott adatatok alapjan ki tudja szamolni a féatlag-indexet, a részatlag indexet és az
Osszetételindexet
e A kiszamitott statisztikai mutatokkal ki tudja egésziteni a mutatok értelmezésére
vonatkoz6 mondatokat.

Ha valamilyen jelenség szinvonalat (termékek Onkoltségét, atlagbéreket) akarjuk jellemezni,
akkor heterogén sokasag esetén nem hasznalhatjuk a mar megismert (I: Modul) intenzitasi
viszonyszdmokat. A sokasdgot a heterogenitdst el6idézé ismérv alapjan homogén
részsokasagokra kell bontani, és igy mar lehetséges az intenzitasi viszonyszamok szdmitésa.
A sokasag egészére kiszdmitott intenzitasi viszonyszamokat Osszetett intenzitasi
viszonyszamoknak nevezziik. Az egyes részsokasagokra kiszamitottakat pedig intenzitasi
részviszonyszamoknak.
Az atlagos szinvonalat kifejezé mutatdkat két tényezo befolyasolja:

e Milyen az egyes csoportokban a vizsgalt szinvonal nagysaga,

e Milyen a sokasag Osszetétele, szerkezete.

A két tényez6 hatasat kiilon kell valasztani €és ezt a modszert standardizalasnak nevezziik.

Ha intenzitasi viszonyszamokat (foatlagok) hasonlitunk 0ssze, akkor standardizalasos
indexszamitast alkalmazunk. Az 6sszehasonlitas torténhet ugy, hogy a relativ nagysagot (1),
vagy az abszolut nagysagot (K) tudjuk megallapitani, €és lehetdségiink van az eltérést alakitod
tényezOk hatasanak kimutatasara is. Az dsszehasonlitas torténhet térben €s idében. A szdmitas
soran az alabbi jeloléseket hasznaljuk:

- Vz = foatlag: Osszetett intenzitdsi viszonyszam

- Bi= O0sszetételre vonatkozd adat (pl. létszdm). Ez az egyedi viszonyszamok
nevezOdjében talalhatdé adat. Az Osszetett intenzitdsi viszonyszamok szamitisanal (a
szamtani atlag formdjadban) pedig a részviszonyszamok sulyaként szerepel (fi)
(szdmtani atlag formaban).

- A= B*v: (pl. létszam * 1 fére jutd termelés= Ossztermelés). Az egyedi viszonyszamok
szamlaldjaban szerepld adat. Az Gsszetett intenzitdsi viszonyszamok szamitasanal (a
harmonikus atlag forméjaban) pedig a részviszonyszamok sulyaként szerepel.

- Vj: részatlag, részviszonyszam = Ai/Bi;.

- i egyedi indexek

- ki egyedi eltérések

Ha valamilyen ismérv szempontjabodl heterogén sokasagbdl atlagot szamolunk, elemzésiink
csak akkor lesz teljes, ha a sokasag Osszetételét nem hagyjuk figyelmen kiviil. A sokasagok
foatlaganak térbeli vagy iddbeli Osszehasonlitasakor (azaz a sokasdg atlaganak iddbeli
valtozasat, vagy két sokasag atlagat) figyelembe kell venni a részsokasagok atlaganak és
Osszetételének a valtozasat.
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10.1.Foatlag-index

A féatlag-index a féatlag valtozasat fejezi ki, azaz megmutatja, hogy hogyan valtozik a
heterogén sokasag foatlaga a részatlagok szinvonaldnak és aranydnak egyiittes valtozasa

esetén.

[=—L , altalaban szazalékban fejezziik ki.
VO
%4, IB,*V, 3f, *x, n A IB*V, 3f *x,
V.=—r=-——%_ % Sy "% , egyszeriibben kifejezve: /. = —L="__1 = /i "X,
i 3B St i~ 3B 3B Sf

q

Ez a féatlagok relativ valtozasat mutatja meg. A valtozast abszolut mértékben is kifejezhetjiik
kiilonbségfelbontassal. Ez a mennyiségi valtozast mutatja meg.

szl—vo vagy K =

Bemutato feladat

5B, *V, 3B,*V,

B,

B,

A foatlag kiilonbség (vagy differencial) megmutatja, hogy mennyivel valtozott a foatlag a
részatlagok szinvonaldnak €s aranyanak egyiittes valtozéasa esetén.

A szellemi foglalkozasti munkavallalok 1étszam és béradatai egy vallalkozasnal

Nem 2018. 2019.

Létszam (f6) Atlagbér Létszam (f6) Atlagbér

(Ft/f6/ho) (Ft/f6/ho)

Férfiak 50 200.000 60 220.000

N6k 80 190.000 70 205.000
Osszesen. 130 - 130 -

1. Szamitsa ki, hogyan valtozott a vallalati atlagbér.
2. Mutassa ki a vallalati atlagbér valtozasat befolyasolo tényezdk hatasat.
3. Irjon szoveges elemzést.

Az el6z0 lecke soran mar kiszamitottuk kiilon a nék és a férfiak atlagbérének a valtozasat.
Férfiak atlagbérének valtozasa:

o _ Vu _ 220000
' v, 200000
k, = v,, —v,, = 220000 —200000 = 20000

=L1=110%

A nok atlagkeresetének valtozasa:
; Var _ 205000

> v, 190000
ky, =v, —v,, =205000-190000 =15000

=1,0789 =107,89%

Most megvizsgaljuk az atlagbér alakulasat az egész vallalkozasra.
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_ YR * * *
2018, év: Vo = =20 Vo _ 307200000+ 80190000 _, o106 rispissmg
>B, 50 + 80
2019 6y 7, = 2B _ 607220000+ 70205000 _ 14053 puseime
B, 60 + 70
1. A véllalati atlagbér valtozasa:
2,
7=t J 21923 0033 10933%
V. 193846
K=V\—Vo=211923-193846 = 18077 F¢/ F6 | ho

10.2. Részatlag-index

A részatlagok szinvonalvaltozasdnak hatdsat fejezi ki a foatlag valtozasaban ugy, hogy

allandonak tekinti az 6sszetételt. Ez kétféleképpen torténhet:

e Allandénak tekintjiik a bazisidészak adatait (amihez hasonlitunk). Ilyenkor standard

atlagot szamolunk:

Vg, = 2000
2B,
Ebben az esetben a részatlag-index:
I' = @
VO

e Allandénak tekintjiik a targyidészak adatait (amit hasonlitunk).
= 2B, *V,

V s:B =
>B,

Ebben az esetben a részatlag-index:
. _V
vV

S

] |

A részatlag-indexet is szdzalékos forméaban adjuk meg. Ebben az esetben is kiszdmoljuk

az abszolut valtozast is.

K' :vl_vs:Bl vagy K’ :VSZBO —VO

A részatlag-index kiilonbség megmutatja, hogy a részviszonyszamok kozotti eltérések

onmagukban mekkora eltérést indokolnak a két f6atlag kozott.
Bemutato feladat:

Folytassuk az el6z¢ feladatot!
A standard foatlag kiszamitasa: allando a bazis év 1étszama
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— ZB,*V; 50*220000+80*205000

Vs =210769 Ft/f6/ho
2B, 50+ 80
A részviszonyszamok valtozasanak hatasa:
'= L _ 210769 1,0873 =108,73%
V, 193846

K'=Vs —Vo =210769 —193846 =16923Ft/ fo / ho
10.3. Osszetételindex

Az Osszetételindex a fOsokasdg Osszetételében bekovetkezett valtozasoknak a fdatlagra
gyakorolt hatasat fejezi ki. Azaz az Osszetételindex megmutatja, hogy mennyire valtozott a
foatlag csak az Osszetétel-valtozas hatasara. Hasonldan a részatlag-indexhez, ebben az esetben
is kétféle szamitas lehetséges.

o Targyiddszaki sulyozas:

Vo =0l
' 3B,
Az Osszetételindex pedig:
R/
plﬂq
e Bazis iddszaki sulyozassal:
7 2B, *V,
o ZB,
Az 6sszetételindex pedig:
s
Vo

Hasonldéan a részatlag indexhez az Osszetételhatdst is ki lehet fejezni a kiilonbségek
felbontasaval, azaz kiszdmolhatjuk, hogy csak az Osszetétel-valtozas hatasara mennyivel
valtozott a fatlag.

K’ Z\TS—VO vagy K"=V, -V,

Bemutato feladat:
Folytassuk az el6z¢ feladatot!
Az Osszetétel valtozasanak hatasa

V,
=2 2923y 055 100,55%
vV, 210769

K'"=Vi—V, =211923-210769 = 1154Ft/£6/ho

10.4. Az indexek és a kiilonbségek kozotti osszefiiggések

Mivel a részatlag- és az Osszetétel-index a foatlagban bekovetkezd valtozasokat fejezi ki
kiilon-kiilon, ezért féatlag-index (amely az egyiittes valtozast fejezi ki), ezek szorzata.
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k

[=#7= 2L
VS

==
*
<)<

Vs
Vo

Hasonl6 6sszefiiggés van a kiilonbségek esetében is:
K=K’+K”’

Természetesen ezek az Osszefliggések csak akkor igazak, ha ,keresztbe standardizalunk”,
azaz ha a részatlag-indexnél targyiddszaki sulyozast hasznalunk (B;), akkor az Osszetétel-
index esetében bazisiddszaki (Vo) sulyozast kell hasznalni, illetve forditva.

Bemutato feladat:
Folytassuk az el6z6 feladatot!
Osszefiiggések
[=*1"=1,0873*1,0055=1,0933=109,33%
K=K’+K”=16923+1154=18077 Ft/f6/h6

10.5. Az indexek és a kiilonbségek szoveges értelmezése

A kapott szamszeri eredmények értelmezésénél fontos a megfogalmazas. Iddbeli
Osszehasonlitds esetén novekedésrdl vagy csokkenésrdl beszéliink. Térbeli 6sszehasonlitaskor
az eltérést a kisebb, kevesebb, nagyobb, tobb jelzokkel értelmezziik.

Az indexeket szazalékban fejezziik ki. A 100% feletti rész jelenti a ndvekedés mértékét, a
100% alatti rész pedig a csokkenést fejezi ki tigy, hogy a kapott értéket levonjuk 100-bol.

Bemutato feladat
Szoveges értékelés

A vizsgélt vallalkozasnal a vallalati atlagbér a ndk és férfiak atlagkeresetének és
létszamanak valtozasa miatt 2018-r61 2019-re 9,33%-kal emelkedett, ami 18077 Ft-os
atlagbér-novekedést jelent. A férfiak €s ndk atlagbérének novekedése 8,73%-os vallalati
atlagbér novekedést eredményezett, azaz 16923 Ft-tal nétt atlagosan a dolgozok bére.
Csak a létszam Osszetételében bekovetkezett valtozas miatt a vallalati atlagbérek 0,55%-
kal emelkedtek, ami 1154 Ft-nak felel meg.
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IV. modul: Mintavételi eljarasok, becslés, hipotézisvizsgalat

11. lecke: Mintavételi eljarasok

Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha

Ki tudja valasztani a részleges adatgytijtés jellemzdit,

Ki tudja valasztani a reprezentativ adatgy(ijtés jellemzdit,

A felsorolasbdl ki tudja valasztani a véletlen mintavételi eljarasokat,
Ki tudja valasztani a rétegezett mintavétel tipusait és azok jellemzdit.

A statisztikai elemzés soran, ha a megfigyelés és az adatgylijtés a sokasdg minden egyes
tagjara vonatkozik, akkor teljes korti megfigyelésrdl beszéliink.
A tarsadalmi-gazdasagi statisztikdban &ltaldban nem tudunk minden adatot Osszegytiijteni,
illetve elemezni, ezért altalaban csak részleges adatgytjtést végziink, amelynek egyik modja a
reprezentativ mintavétel, pl. a lakossag jovedelmi helyzetének, fogyasztisi szokasainak
elemzéséhez gyljtott adatok.
A reprezentativ megfigyelés (mintavétel) célja, hogy valamely sokasdg egy részének
megfigyelése révén kovetkeztetéseket tudjunk levonni a sokasag egészére, annak jellemzdire,
Osszetételére vonatkozoan. A reprezentativ felvételezés sordn a teljes sokasagbol szigort
szabalyok szerint kivalasztunk egy részsokasagot, és csak ennek elemeire vonatkozoan
gyljtiink adatokat.
Azt a sokasagot, amelyre a mintavétel segitségével kovetkeztetni szeretnénk, alapsokasagnak,
az alapsokasag azon részét, amely alapjan a kovetkeztetéseket levonjuk, mintasokasdgnak
nevezziik.
A statisztikai adatfelvételek és az annak eredményeit felhasznaldé elemzések mindig
tartalmaznak hibat. A statisztikai hiba egy része a moddszertan sajatossagaibol is adodik
(tomorités, kozelités, becslés), ez velejardja a statisztikai elemzéseknek. A statisztikus célja,
hogy a hibat minimalisra csokkentse (mintavételi és nem mintavételi hibat egyiitt). A
mintavételi hiba matematikai-statisztikai eszkozokkel becsiilhetd. A nem mintavételi hiba
korabbi tapasztalatok alapjan becsiilheté meg. A mintavétel tervezésénél a mintavételi hibaval
¢és annak vizsgalataval foglalkozunk.
Egy sokasag elemszama lehet véges ¢és végtelen. A véges (N) elemszamu sokasag
megadasanak legegyszeriibb modja egyetlen ismérv szerint az alabbi:
Y1, Yo, ..., YN
Ha a sokasag végtelen szamu, akkor nem adhaté meg ebben a formdban. Ekkor két esetet
kiilonboztetiink meg:

- diszkrét ismérv esetén, ami azt jelenti, hogy az ismérvértékek véges vagy

megszamlalhatatlan végtelent alkotnak, akkor a valoszinliségi eloszlas hasznalhato:

P(Y=k)=Px

- folytonos ismérv esetén pedig a:

P(Y<y)=F(y)

eloszlasfiiggvénnyel és ennek derivaltjaval, az
F(Y)=A(y)
stiriségfliiggvénnyel adhatdo meg a sokasag.

11.1. Véletlen mintavételi eljarasok

A véletlen mintavétel Iényege, hogy a mintat alkotd elemek a kivalasztas sordn egyenld
valoszinliséggel keriiljenek bele a mintaba. Az ember a véletlen kivalasztas végrehajtasara
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nem megfeleld, ugyanis a szubjektiv kivalasztas altaldban nem felel meg az egyenld
valdszinliség elvének, f0leg nagy sokasdg és minta esetén. A véletlen mintavétel torténhet.
e sorshuzassal,
o Véletlen szamok segitségével:
o véletlen szdmok tablazat segitségével,
o szamitogépes véletlen szam generaléassal.
A véletlen szam segitségével torténd mintavétel csak olyan esetekben hasznalhatd, ha a
sokasag egyenletes eloszlasu.
Folytonos sokasag esetében a felezéses modszert alkalmazzak, addig felezik a mintat,
amig vizsgéalhatdo méretli mintanagysagot kapnak.

11.1.1 .Egyszerii véletlen mintavétel (EV)

Homogén, véges elemszamu sokasdg esetén visszatevés nélkiil valasztjuk ki a mintat,
elemenként egyenld valdszinliséggel. Véletlen szam segitségével torténd mintavételkor az

. . . r 14 144 r r N
ismételten el6forduld sorszamot atugorjuk. A mintavétel soran az N elemil sokasagbol [ ]-
n

fele (N alatt az n) kiilonb6zd sszetételli mintat kapunk.
Ez a modszer foleg a természettudomanyi kisérleteknél, féleg a biologiai eredmények
értékelésekor alkalmazhat6. Tarsadalmi-gazdasagi jelenségek vizsgalatdra nem hasznalhato.

11.1.2. Fiiggetlen, azonos eloszldsu minta (FAE)

FAE mintat akkor kapunk, ha homogén ¢és végtelen sokasdgbdl vesziink mintat. Az egyes
mintaelemek kivalasztasa azonos valdsziniiséggel torténik. Tipikus alkalmazasi teriilete a
tomegtermelés mindségi ellendrzésének.

11.1.3. Rétegezett mintavétel (R)

A rétegezett mintavétel sordn a vizsgalt ismérv szempontjabol heterogén sokasagot tobb
homogén (minél kisebb szorasu) részsokasagra bontjuk ugy, hogy a csoportok kiadjék a teljes
sokasagot, tovabba egyetlen sokasagi elem se tartozzon két vagy tobb csoportba. Az egyes
rétegeken beliil a minta elemének a kivéalasztasa egyszerii véletlen mintavétellel torténik. Ez a
modszer a tarsadalomtudomanyok teriiletén nagyon gyakori.

o FEgyenletes elosztas: Lényege, hogy minden rétegben azonos szdmu mintaelem keriil,
azaz n=n/M. Egyszer(i végrehajtani, de hatranya, hogy nem veszi figyelembe a teljes
sokasagot ad6 részsokasagok nagysagat és szorasat, igy nagyfoku torzitast okozhat

e Aranyos elosztas: Lényege, hogy a mintaba a sokasagi aranyoknak megfelelden
valasztjuk meg az ardnyszamot: nj=n*N;/N. A mintadban ugyanazok a sulyaranyok
szerepelnek, mint a sokasdgban. Végrehajtasa egyszerti.

e Nem ardnyos elosztds: a mintaban a rétegaranyok nem egyeznek meg az alapsokasagi
rétegaranyokkal: nj7n*N;/N

o Neyman-féle optimdlis elosztas: A nem ardnyos elosztds egyik fajtaja.
Alkalmazéasanak feltétele, hogy elére ismerjiikk vagy becsiilni tudjuk az egyes
rétegekbe 1évo adatok szorasat (oi). A nagyobb szordsu rétegekbdl nagyobb szamu
mintat vesziink. Elénye, hogy minimalis hibaval szdmolhaté ki az ilyen mintabol a
foatlag, de nehéz végrehajtani, mivel a rétegenkénti szoras sziikséges hozza.
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o Koltségoptimadlis elosztdas: A rétegezett mintavétel egyik modja, és feltételezi, hogy
ismerjiik az egyes rétegek megfigyelési egységkoltségeit is. Egy elem atlagos
megfigyelési koltsége I1j forint. Azonos rétegnagysag és szoras esetén minél nagyobb
a mintavétel koltsége, annal kisebb mintat kell venni a rétegbdl

11.1.4. Csoportos mintavétel (Cs)

A homogén sokasidgot csoportokra bontjuk, a mintat egyszerli véletlen mintavétellel
kivalasztott csoport egyedei alkotjak. A csoportok meghatarozasa lehet természetes, azaz
eleve adott, de mesterségesen is torténhet. Az N elemil sokasagot M részre bontjuk, ahol az
egyes csoportok n; elemiiek, és Xn;=N.

Féleg kozvélemény-kutataskor alkalmazzak ezt a mintavételt.

11.1.5. Tobblépcsos mintavétel (TL)

Homogén sokasdg vizsgalata esetén alkalmazhat6. Eldszor csoportos mintavétellel
kivalasztjuk az els6édleges mintavételi egységeket. 1-1 homogén nagyobb csoportbol egyszeri
véletlen kivalasztassal egyedeket jeloliink ki, amelyek kiscsoportokat alkotnak. Ha megfeleld
a minta, akkor kétlépcsds mintavételrdl beszéliink. Ha nem, akkor a kiscsoportokkal tovabb
ismételjiik az eljarast.

11.2. Nem véletlen mintavételi eljarasok

A véletlen mintavétel esetén elkdvetett hibak valdszinliség-szamitasi ismeretek segitségével
meghatarozhatoak. A nem véletlen mintavétel esetén kapott minta és az eredeti sokasag kozott
azonban nehéz a mintavétel soran elkovetett hibakat szamszerisiteni, a torzitasokat kiszlirni.
A torzitasok csak csokkenthetdk, de nem sziirhetok ki teljesen. A torzitdsok minimalizalasa
érdekében célszerii, ha

e avizsgalat alanya nem ismeri az adatfelvétel céljat,

o cgyértelmi kérdések vannak megfogalmazva,

e kontrolkérdéseket is beiktatnak a kérdések kozé.
A nem véletlen mintavételi eljarasok tipikus esetei a tarsadalmi vizsgélatok, sok esetben
személyes megkérdezés soran alakul ki az informacio.

11.2.1. Szubjektiv kivalasztas

Onkényesnek is nevezik, mivel a mintavevé a szakmai ismeretére tamaszkodva az altala
jellemzonek tartott egyedeket valasztja ki a sokasagbol

11.2.2. Kvota szerinti kivalasztas:

Elére megadjuk a minta Osszetételét, azaz elére rogzitett megoszlasi viszonyszamnak
megfeleld lesz a minta. Ehhez megfeleld informacio sziikséges a sokasagrdl a vizsgalt ismérv
szerint. A véletlennel kombinalt kvota kivalasztas azonban jobb, mint a csak kvota szerinti. A
kvotas eljaras a rétegezett mintavételhez hasonld eredményt ad. A lakossag korében végzett
felmérések, az adatvédelem miatt egyre inkabb kvotas eljarassal késziilnek.
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11.2.3. Koncentralt kivalasztas:

Feltételezi, hogy a sokasag vizsgalt jellemzdjét dontéen kevés szaml egyed hatarozza meg. A
mintavétel sordn ezeket, a meghatdrozd elemeket valasztjuk ki. Pl.: a nemzetgazdasagi
fogyasztassal kapcsolatos elemzések soran a fogyasztéi arindex meghatarozasanal a
legnagyobb mértékben fogyasztott termékeket valasztjak ki.

11.3. Kombinalt kivalasztas

A véletlen €s a tudatos kivalasztas kombinacioja. Az N elemii véges sokasagot a vizsgalando
ismérv alapjan sorba rendezziik. Az n mintaelem-szdm megadasa utan a sokasdg minden k-
adik eleme bekeriil a mintdba olyan méddon, hogy

k= {ﬂ} ('a hanyados egész része)
n

Osszefoglalasul elmondhaté, hogy a mintavétel alapveté célja, hogy Ilétrehozzon az
alapsokasag helyett egy kevesebb koltséggel €s idovel vizsgalhatd részsokasagot, amely minta
elegendd informacidt nyujt arra, hogy beldle az eredeti sokasagra levont kovetkeztetéseink
valoszinliségi értelemben kell6en pontosak legyenek.
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12. lecke: Statisztikai becslés

Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
e Tudja a becslofliggvény jelentését,
e Ki tudja valasztani a felsorolasbol az egy ¢€s kétoldalu intervallum meghatarozasanak
modjat
e Hasznalni tudjaa,z’-,a,t’-ésa xz—téblékat.
e Meg tudja hatarozni a valdsziniiségi szintet
e Onalléan ki tudja szamolni az atlagra és a szorasra a konfidencia intervallumot
e Ertelmezni tuja a kiszamitott intervallumok jelentését
e Meg tudja hatdrozni a minta sziikséges elemszamat

A statisztikai becslés az alapsokasagot alkotd valdszinliségi valtozok eloszlasanak,
jellemzdinek és paramétereinek becslését jelenti az alapsokasagbol vett mintabol szamitott
mutatok alapjan. A statisztikai becsléseket ugynevezett becsléfiiggvények segitségével
végezziik el. A becsléfliggvény olyan valoszinliségi-valtozo fiiggvény, ami valamely sokasagi
jellemzd mintabol torténd kozelitd meghatarozasara szolgal.
Egy sokasagi jellemzdre tobb becsléfiiggvény is készithetd. A hogy a véletlen minta elemei
valoszinliségi valtozok, ugyaniugy a becslofiiggvény értéke is az. Egy adott n-elemli minta
csak egyetlen becsiilt értékkel rendelkezik. A minta alapjan az alapsokasagnak tobbféle
jellemzdje is becsiilhetd, pl.:

e szamtani atlag,

o ¢rtékdsszeg,

e arany ¢és megoszlas,

e hanyados.
A becslofiiggvény akkor lesz jo, ha a kiilonféle (véletlen) mintdk esetén értéke a becsiilni
kivant jellemzd koriil ingadozik, és az ingadozas lehetdleg kicsi. A becsléfiiggvénnyel
szemben tadmasztott kovetelmények:

e torzitatlansag,

e hatdsossag,

e koncisztencia.

Két becslofliggvény koziil, ha mas kritériumot nem vesziink figyelembe, a torzitatlant
részesitjiik elénybe.

Két torzitott becslofiiggvény esetén azt tekintjiik a jobbnak, amelyiknél a torzitds abszolut
értéke kisebb.

12.1. Pontbecslés

A becslofiiggvény értékérdl kdzismert, hogy valoszinliségi valtozd, de egy n elemil mintdhoz
csak egyetlen konkrét értéket rendelhetiink. Az eddig tanult sokasagi jellemzok (atlag, szoras)
becslését is elvégezhetjiik pontbecsléssel. A szamitas megegyezik példaul az atlag esetén a
korabban tanultakkal (Statisztika I.). Az atlagrdl azonban tudjuk, hogy nem a sokasag minden
tagjara vonatkoz6 adatok ismeretében szamoltuk ki, hanem a mintabdl igy bizonytalansagot
rejt magaba, ezért a pontbecslés helyett a leggyakrabban az un. intervallumbecslést
alkalmazzuk.
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12.2. Intervallumbecsleés

Azt keressilik, hogy hol vannak a becslésnek azok az also és fels hatarai, amelyek nagy
valoszinliséggel tartalmazzak a becsiilni kivant jellemzdket. Ezt az intervallumot konfidencia
intervallumnak nevezziik. A konfidencia intervallum szdmitdsdnak médja az, hogy a mintat és
megfeleld kiilsé informaciokat felhasznalva elére megadott a fiiggvényében meghatarozzuk a
az also (C,) és a fels6 (Cy) hatarokat.

P(Oua(OOsw) =1-a

Az 1-a az elére megadott megbizhatosagi vagy konfidencia paraméter.

Altalaban szimmetrikus intervallumokat keresiink. Az intervallumbecslésnél is tobb esetet
kiilonboztetiink meg.

12.2.1. Normalis eloszlasu sokasag esetén, ha a sokasag szorvasa (o) ismert
A becsléshez a z-probafiiggvényt alkalmazunk. A valoszinliségi valtozo.

,_hn

5o

Keressiik a z; €és z, konfidencia intervallumot, amely 1-a valoszinliséggel tartalmazza a z
valtozot.

Mivel p-re, (varhatd értékre) keressiik az intervallumot, ezért a konfidencia intervallum az
alabbi lesz:

Konkrét minta esetén:

Fl6szor ki kell szamolni a standard hibat:

c
G- =—F—

o
A z, értékét ,,A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényeinek értékei” cimii tablazatbol
keresstik ki a megfeleld valdsziniiségi szinten (p).

Az * % mennyiséget hibahatarnak vagy maximalis hibanak nevezziik, és A-val jeloljiik.
n

Aeg * O
* 4n
Az intervallumbecslés altalaban kétoldali, mivel a becsiilt érték koré szimmetrikus
intervallumot szerkesztiink, azaz az intervallum als6 és felsé hatarat pontosan meghatarozzuk.
Ebben az esetben a tdblazatbol nem az (1-a) valdszinliségi szinthez tartozo értéket keressiik,
hanem az (1-0/2)-hez tartozot. Pl. ha (1-0)=95%=0,95, akkor 0=0,05, tehat 0/2=0,025, igy (1-
0/2)=0,975. A ,,z”-értékek tablazatbol a 0,975-hoz tartozo értéket keressiik ki, amely 1,96,
azaz z,4,5=1,96.
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Egyoldalu intervallum esetén, az (1-a) valosziniiségi szinthez tartozd értéket keressiik, az
intervallumnak csak a felsd hatarat tudjuk megéllapitani, az als6 hatar a negativ végtelen lesz.
A ,,z”-értékek tablazatbol a 0,95-hoz tartozo értéket keressiik ki, amely 1,65, azaz z,,5=1,65.
A becslési hibahatart tobbféleképpen csokkenthetjiik:

e Csokkentjiik a standard hibat: a standard hiba, a mintadtlag szérdsa csak a minta
elemszamatol fiigg, mégpedig annak gyokével forditottan aranyos. Igy az elemszam
novelésével csokken a standard hiba, és ezaltal a konfidencia intervallum is.

e Csokkentjiik a meg bizhatosagi szintet, igy azaz z, —€rtéke is kisebb lesz és szintén
kisebb lesz a hibahatar.

Bemutato példa:

Egy gépkocsi tipus atlagos fogyasztasdnak szordsa a gyari adatok alapjan 0,9 1/100 km. A
vizsgalat céljabol vett 50 elemii minta atlaga 6,2 1/100 km. 95%-0s megbizhatdsagi szinten
allapitsuk meg a fogyasztas konfidencia intervallumat!

a/ El6szor ki kell szamolni a standard hibat:

o — c 09
“ Jn 450
A ,z7-értékek a ,,A standard normdlis eloszlds eloszlasfliggvényének értékei” cimii
tablazatbol keressiik ki. Megkeressiik a tablazat belsejében a 0,975-0s értéket,és leolvassuk az
oldal- és fejlécet. Az oldallécben 1,96, a fejlécben 6 an tehat:
Zo975—=1,96

=0,13

A=z, *6-=196%0,13=0,25
(6,2-0,25;6,2+0,25) A gépkocsik atlagos fogyasztasa 5,95 és 6,45 1 kozott van 100 km-
ként.

b/ Nézziik meg, ha a minta elemszama 100 lett volna, hogyan alakul a konfidencia
intervallum.

o-=2 =9 _009 A=z %o =196%0,09=01764 0,18

Y Wn 4100

(6,2-0,18;6,2+0,18) A gépkocsik atlagos fogyasztasa 6,02 ¢és 6,38 1 kozott van 100 km-ként.

¢/ Legyen a megbizhatosagi szint 90%., az elemszam az eredetei, azaz n=50

ZO,95:1,65

.= o -9
“ Jn 450
(6,2-0,2145;6,2 +0,2145) A gépkocsik atlagos fogyasztasa 5,9855 és 6,4145 kozott van 100
km-ként.

=013 A=z *o_=165%0,13=0,2145

12.2.2. Normdalis eloszlasu sokasdag esetén, ha a sokasagi szoras nem ismer, illetve nem
normalis, de ismert eloszlasu sokasag esetén, h nagy mintdt vettiink
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Mivel az alapsokasag szordsa nem ismert, igy azt is becsiilni kell, azaz a mintabol szamitjuk
ki. Ilyenkor z-valdszintiségi valtozo helyett t-valoszinliségi valtozot (Student-féle eloszlas)
hasznaljuk.

A t-eloszlast valosziniliségi valtozé szabadsagfoka : szf=n-1.
El6szor ki kell szamolni a standard hibat:

1 A sz S
A hibahatar: A= t; £ % 2

\/Ea
S

) ] _ s —
az intervallum pedig: (x —t ;szf) * X+ t;szf) % )

Jn Jn

A t-eloszlés is szimmetrikus eloszlds, azaz a z-eloszlashoz hasonloan alakul az egy kétoldala
intervallum. A szabadsagfok novelésével a t-eloszlas egyre inkabb kozelit a normalis
eloszlashoz, szaznal nagyobb mintaszam esetén a két eloszlas eltérése minimalis.

Bemutato példa

Egy gépkocsi tipus atlagos fogyasztasanak vizsgalat céljabol vett 50 elemili minta atlaga 6,2
1/100 km, szorasa pedig 1,0 1/100km. 95%-0s megbizhatdsagi szinten allapitsuk meg a
fogyasztas konfidencia intervallumat!

El6szor ki kell szamolni a standard hibat:

s =5 L0 61414

W 450
A t7-értékek ,, A t (Student) eloszlast valtozd eloszlasanak kvantilis értékei” cimii
tablazatban taldlhatoak, az szf=49-es szabadsagfoknal, és a 0,975-h6z tartozd értéket
keressiik ki:

o =201
A=t *s-=2,01%0,1414=0,2842
(6,2—-0,2842;6,2 +0,2842) A gépkocsik atlagos fogyasztasa 5,9158 és 6,4842 kozott van 100

km-ként.

12.2.3. Ertékosszegsor becslése

Nagyon nagy sokasag esetén altaldban nem az atlagra, hanem a sokasagi értékdsszegre
keresiink konfidencia intervallumot. A feladat visszavezethetd az atlagbecslésre.

Ha a vérhato érték: u = x, akkor a sokasagi értékdsszeg

S, =N*x
A konfidencia intervallum also és felsO hatara a varhatoértékre meghatarozzak N-szerese lesz.
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N*(x-z, *%);N*(XJer *%);
n n

Iletve:

— S — S
N* (X — 1070 % ) N* (x4 £ %)

Vn Vn
Bemutato feladat:

50.000 iivegbdl vett 500 minta alapjan az atlagos tolt6tomeg 497 g, a toltdtomeg szoérdsa
19,49g. 95%-o0s valdszinliséggel mennyi lesz az 50000 tliveg toltdsulya?
s 19,49

s- =——==——==0,8716

*Jn 4500
thors =196
A=t *s-=196*0,8716=1,7083
Az értékdsszegsor konfidencia intervalluma 50000 * (497 —1,7083;497 +1,7083) g, azaz
24.765kg és 24935 kg kozott varhato az 50.000 db liveg Ossztoltdsulya.

12.2.4. Sokasagi aranybecslés

A nem homogén sokasdgot valamilyen mindségi vagy mennyiségi ismérv alapjan két
csoportba soroljuk és az egyes csoportokba esés valdszinliségét kivanjuk meghatdrozni, akkor
aranybecslést végziink.

A sokasagi aranyt p-vel jeloljik. Ez azt jeleni, hogy egy egyedet kivalasztva p a
valoszinlisége annak, hogy az egyed rendelkezik az adott tulajdonsaggal. Tovabbra is
feltételezziik, hogy fiiggetlen, azonos eloszlasti minta 4ll rendelkezésiinkre.

A standard hibat az aranyokbdl szdmoljuk ki.

[p*(1-p) p*(1-p)
G, =,|—————Vvagy s, =,————
n n

A becslés a tovabbiakban a z-probafiiggvénnyel torténd becsléssel megegyezo.

Bemutato feladat:

A fovéarosban 2000 megkérdezett koziil 700 ember az egyik partra szavazna. Becsiiljiik meg
99%-o0s valdszinliséggel, hogy milyen hatarok kozott lesz az erre a partra szavazok aranya az
Osszeszamlalas utan Budapesten.

p=700/2000=0,35

- =\/p*(1—p) =\/0,35=*<(1—0,35)=0’011
b n 2000

1-0/2=1-0,005=0,995 Z0,995 =2,58; A=2,58*0,011=0,028=2,8%

(35-2,8; 35+2,8)=(32,2;37,8)%

99%-0s valoszinliséggel arra szamithatunk, hogy a kivélasztott partra szavazok ardnya

32,20% vés 37,8% kozott lesz.

12.2.5. Sokasagi szorasnégyzet vagy szoras becslése
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A sokasagi szorasnégyzet (c°) becslésére a torzitatlan becslést eredményezd korrigalt
tapasztalati szOrasnégyzetet (s*) hasznaljuk.

N2
2 _20-Yy)
n—1

(n—l)* ’

Ha Y normiélis eloszlast, akkor bizonyithatd, hogy az 7y’ valtozé (n-1)

szabadsagfoku y -eloszlast kdvet. A y*-eloszlas aszimmetrikus, igy a konfidencia intervallum
az alabbi:

(n— 1)* ’

P(¥o) (52 Yot u (52 ) =1~

Atrendezve:

(n—1)*s <02<01—1)*S2

=l-«
Xi- a/z(SZf Zi/z(szf

P(

Y1, (szf)és a x2 ,(szf) értékét tablazatbol kell kikeresni a megfeleld szabadsagfoknal és
valdszinliségi szintnél.

Konkrét minta esetén a szoras intervalluma a kovetkez0:

(121—1)*52 (o (nz—l)*s2
Xi—as2 (821) Xas2(s2f)

Bemutato feladat:

250 g-os kavét csomagold gép mikodését vizsgalva 100 elemii mintat vesziink. A toltési
tomeg normalis eloszlasu. Hatarozzuk meg, hogy milyen hatarok kozott lesz a kavécsomagok
toltési tomegének szorasa 95%-os valoszintiségen. Az atlag toltési suly 248g, a minta szordsa

5,53g.
Szf=100-1=99; a=0,05, a/2=0,025, 1-0/2=0,975,
% 0.02500=74,2; % 097599=129,6

_1)*c2 * 2

A @ 21) s :\/99 553 483
Xo0,975 129,6
1)y *g2 * 2

A, = (n 21) s :\/99 553 _ 639
Xo0,025 74,2

A nettd toltési tomeg szoroddasa (ingadozasa) 95%-os valdsziniliségi szinten 4,83g és 6,39¢g
kozott van.

12.2.6. Adott intervallumszélességhez tartozo elemszam illetve valdsziniiségi szint
meghatarozasa
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Eddig adott elemszam ¢s valdszintiségi szint mellett hatdroztuk meg a konfidencia
intervallumot. A becsléskor azonban eldére rogzithetjiik a hibahatart és ehhez kell
meghatarozni a sziikséges minta elemszamat adott valdszinliségi szinten. Ha az elemszam ¢és a
hibahatar is adott, akkor meg tudjuk mondani, hogy hany szazalékos valoszinliséggel keriil a
sokasagi jellemz6 az adott elemszam esetén az elére meghatarozott intervallumba.

Elemszam meghatarozasa: adott az intervallum és a valoszinliség.

. G . xS e _ .
Mivel: £A=z *— illetve A =t"*" *—— 4talakitas utan az alabbiakat kapjuk:

Jn " n

2 (s2f) % o \°
z *o t S
n=|-—" illetve n =| -2
A A

Valosziniisegi szint meghatarozasa:

+tA=7 *2 ésa+ A=t %> képletek az atalakitas utan az alabbiak:

" n " n
_A*4n

c
A kiszamitott zp,-értékhez tartozd tablazatbeli ®@(z)-ért€kbdl tudjuk a valdszinliséget
kiszamitani:
P=Y¥(2)= ®(2)-(1-®(2)),
ahol P=Y(z): a keresett valosziniiség,
®(z): a kiszamitott z-értékhez tartoz6 tablazatbeli érték.

z, illetve

t(szf) — A *\/H
P S :

A t-eloszlas esetében a kiszamitott értéket megkeressiik a tablazatban az adott
szabadsagfoknal, és leolvassuk a hozza tartozo6 valosziniiséget.

Bemutato feladat:

Egy vizsgélat soran, megallapitottak, hogy a hallgatok atlagos testmagassaga 169 cm és 173
cm kozott van 95%-os valoszintiséggel.

A sokasag szorasa 9,99 cm.

Hany hallgatot vontak be a vizsgéalatba?

2 2
z *c *
n= ( £ A J = (1’96 29’99j = 95,84, azaz 96 hallgato testmagassagat meérték le.

Mekkora valosziniliségi szinten végezték a vizsgalatot, ha 200 hallgato esetében is ugyanezt a
konfidencia intervallumot kaptak?

_A*n _2%4200
oo 9,99

A tablazatbeli ®(z)=0,9977
P=0,9977-(1-0,9977)=0,9954=99,54%,

=283

Tehat a vizsgalatot 99,54%-0s megbizhatdsagi szinten végezték.
g g g g
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13. lecke Statisztikai probak - Hipotézisvizsgalat
Kovetelmények

On akkor sajétitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
¢ tudja mit jelent a hipotézisvizsgalat,
e tudja a probafiiggvény lehetséges értékeinek tartomanyat, és annak felbontasat,
e ki tudja valasztania felsoroldsbol a szignifikancia szint jelentését,
e tudja a hipotézisvizsgalat sordn elkovetett hibakat.
e ha ki tudja valasztani, hogy mely esetekben alkalmazhatdéak az egyes probak,

e Onalldan el tudja donteni a feladat alapjan, hogy a hipotézisvizsgélathoz melyik
probafiiggvény sziikséges,

e fel tudja irni a feladatok alapjan az alternativ hipotézist,

e végre tudja hajtani a hipotézisvizsgalatokat a megfeleld probakkal (z-proba, t-proba,
2 ,
¥~ -proba),

e meg tudja hatdrozni a probak (z-proba, t-proba, y’-proba) elfogadasi tartomanyat.

e ki tudja valasztani az eredmények alapjan az eredmények helyes megfogalmazasat.

13.1. Alapfogalmak

Az eddigi becslési eljarasok soran a sokasagi paramétert ismeretlennek tekintettik, és a

mintdbol szdrmazd adatok segitségével kozelitdleg meghataroztuk az ismeretlen sokasagi

értékét. A hipotézisvizsgalatnal a sokasagrél allitunk valamit, majd a rendelkezésiinkre allo

minta alapjan ellendrizziik az 4llitas helyességét.

Az egy vagy tobb sokasagra vonatkozo6 allitast, feltevést hipotézisnek nevezziink. A hipotézis

vonatkozhat az egy vagy tobb sokasdg eloszlasara, vagy az adott eloszlasok egy vagy tobb

paraméterére is. A kiilonféle hipotézisek vizsgalatara szolgdld eljarasokat statisztikai

probaknak nevezziik. A proba egy olyan eljards, amelynek sordan a mintabol szdrmazéd

informéaciok alapjan dontiink a hipotézis elfogadasarol, vagy elutasitasarol.

A hipotézisvizsgalat elsd 1épése a vizsgalni kivant hipotézis megfogalmazédsa. Pontosabban

mindig két hipotézist fogalmazunk meg, egy ugynevezett nullhipotézist (Hy), és egy ezzel

szemben 4ll6 alternativ hipotézist (H;). A vizsgalat sordn a két hipotézist ,,versenyeztetjiik”,

¢s azt fogadjuk el igaznak, amelyik a mintavétel eredménye alapjan hihetobbnek tiinik a

masikndl. A két hipotézist tigy kell megfogalmazni, hogy:

e akarmelyiket is tekintjik majd a masiknal hihetébbnek, megvalaszolhatdé legyen a
benniinket érdekld kérdés;

e a formalis logikai szabalyai szerint kizarjdk egymast, azaz egyszerre ne lehessenek igazak,
de egyiitt minden lehetdséget kimeritsenek.

A hipotézis lehet egyszeri, ha fennallasanak feltételezése a sokasag eloszlasat egyértelmiien
meghatarozotta teszi. Ellenkez0 esetben Osszetett hipotézisrdl beszEliink, azaz az egyszera
hipotézisek halmazaral.

A hipotézisek megfogalmazasa utan a feladatunk a mintaelemek egy olyan fiiggvényének a
keresése, amelynek valdszinliség-eloszldsa a nullhipotézis helyességének feltételezése, a
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sokasdgra tett bizonyos kikotések ¢és a mintavétel adott moddja mellet egyértelmiien
meghatarozhat6. Az e kovetelményeknek eleget tevo fliggvényt probafiiggvénynek nevezziik.
A probafiiggvény hasonld szerepet tolt be a hipotézisvizsgalat soran, mint a becsléfiiggvény a
becsléskor. A probafiiggvény konstrualasa matematikai feladat.

A hipotézis helyességének ellendrzése a probafiiggvény lehetséges értékeinek teljes
tartomanyat osztopontok segitségével (Ca; Cf) két egymast at nem fedd tartomanyra bontjuk.
Az egyik az elfogadasi tartomany (E), a masik egy elutasitasi vagy kritikus tartomany (K). Az
egyes tartomanyok hatarait gy valaszuk meg, hogy a probafiiggvény értéke a nullhipotézis
elfogadasa esetén elére megadott valdszinliséggel (p=1-a) az elfogadasi tartomanyba essen, €s
a kritikus tartomanyba esés csak a-valoszintiséggel kovetkezzen be. Az (1- o) a konfidencia
szint, ennek komplementere a szignifikancia szin (a). A probafliggvény kritikus tartomanyba
esésének valoszinliségét szignifikancia szintnek nevezziik, és a-val jeloljik. PL: o=0,05
szignifikancia szint azt jelenti, hogy ha a mintavételt végtelen sokszor végrehajtjuk, akkor 100
esetbdl Osszesen 5-szor fordul elé az, hogy a prébafiiggvényilink minta alapjan kiszamitott
értéke a kritikus tartoményba esik.

Ha ezek utan a rendelkezésre 4ll6 minta adataibol kiszamitjuk a probafiiggvény tgynevezett
aktualis értékeit, és ez beleesik az elfogadési tartomanyba, akkor a nullhipotézist elfogadjuk,
ellenkez6 esetben a nullhipotézist elutasitjuk, és az alternativ hipotézist fogadjuk el.

Az elfogadasi és a kritikus tartomany egymashoz viszonyitott elhelyezése haromféle lehet:
Egyoldali kritikus tartomanyhoz abban az esetben jutunk, ha az ellenhipotézisben a
nullhipotézishez képest egy meghatarozott iranyu eltérést irunk fel.

Baloldali kritikus tartomany:

Ha a sokasag varhat6 értékre H;:u<m, alternativ hipotézist fogalmazzuk meg, akkor baloldali,
kritikus tartomanyrél beszéliink. A nullhipotézist abban az esetben fogadjuk el, ha a
probafiiggvény szamitott értéke nagyobb az elfogadasi tartomany alsé hatardnal. Az
elfogadasi tartoméany felsd hatdra ebben az esetben pozitiv végtelen. Ellenkezd esetben a
nullhipotézist vetjiik el, és természetesen az alternativ hipotézist fogadjuk el.

1 f2)

W M

P
Ea ]

kritikus tartomdany & elfogadési tartomany

Elfogadasi- ¢s kritikus (baloldali) tartomény egyoldalu alternativ hipotézis esetén

Jobboldali kritikus tartomany:
Ha a sokasag varhat6 értékre H;:p>m, alternativ hipotézist fogalmazzuk meg akkor jobboldali
kritikus tartoméanyrdl beszéliink.
A nullhipotézist abban az esetben fogadjuk el, ha a probafiiggvény szamitott értéke kisebb az
elfogadasi tartomany fels hataranal. Az elfogadasi tartomany als6 hatdra ebben az esetben
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negativ végtelen. Ellenkez6 esetben a nullhipotézist vetjiik el, és természetesen az alternativ
hipotézist fogadjuk el.

17/@

-

[
Lol i
c

elfogadési tartoméiny kritikus tartomany

-

Elfogadasi- és kritikus (jobboldali) tartomany egyoldali alternativ hipotézis esetén
Kétoldali kritikus tartomany:

Kétoldali kritikus tartomany kijelolésére olyan esetben kertil sor, amikor a nullhipotézisben
megfogalmazott allitastdl vald barmilyen iranyu eltérés érdekel benniinket (H;:pu=m,).

Ha a probafiiggvény szamitott értéke az elfogadési tartomanyba kertil, akkor a nullhipotézist
fogadjuk el, ha a probafiiggvény értéke a kritikus tartomanyba keriil, akkor a nullhipotézist
elvetjiik.

* 1@
o I I i
2
. z
kritikus tartomany :: clfogaddsi tartomany rﬂ: kritikus tartomény

Elfogadasi- és kritikus tartomany kétoldall alternativ hipotézis esetén
A hipotézisvizsgalat soran elkovetett hibak

A mintabol a sokasdgra vonatkozdan csak valdszinliségi kovetkeztetés lehetséges, igy a
hipotézisvizsgalat soran hozott dontésiink bizonyos kockazattal jar.
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Eléfordulhat, hogy a nullhipotézis helyes, és a probafiiggvény adott mintabol szamitott értéke
mégis a kritikus tartomanyba esik, Ilyenkor a nullhipotézist annak ellenére, hogy fennall,
elutasitjuk. Ezt a hibas dontést elséfaju hibanak nevezziik. Az ilyen hiba elkdvetésének
valoszinlisége az elfogadéasi és a kritikus tartomany konstrukcioja alapjan o, amelyet
szignifikanciaszintnek neveziink.

El6fordul, hogy a nullhipotézis nem all fenn (nem igaz), és a prébafiiggvény mintabol
szamitott értéke mégis az elfogadasi tartomanyba esik. Ez szintén hibds dontés, és ilyenkor
masodfoku hibat kovetiink el. Ezen esemény bekovetkezésének valdszintiségét 3-val jeloljiik.

A hipotézisvizsgalat soran elkovetett hibak

Valosagos helyzet Ho-ra vonatkoz6 dontés
Elfogadjuk elutasitjuk

Hy igaz Helyes dontés Els6faju hiba
I-a o

H, igaz Masodaja hiba Helyes dontés
B 1-B

f(x)

L 8

=15 p=17.2
c

elfogadfsi tartomanmy kritikus tartomdAny

A hipotézisellendrzés soran elkdvethetd hibak

Az (1-a) valészinliséget a proba megbizhatdsagi szintjének, az (1-f)-t pedig a proba erejének
nevezzik.

A minta elemszamanak novelésével - adott szignifikancia szint és alternativ hipotézis esetén —
csokkenthetd a masodfaju hiba elkovetésének valdsziniisége, illetve minél tdvolabb van p
paraméter valosagos értéke a nullhipotézisben szerepld feltételezett értéktdl, anndl kisebb lesz
[B-értéke.

A hipotézisvizsgalat menet:

1. Megfogalmazni a nullhipotézist és az alternativ hipotézist.

2. Probafiiggvény keresése a nullhipotézisben megfogalmazott allitdsnak megfeleléen. A
probafiiggvény a mintaelemeknek egy olyan fliggvénye, amelynek eloszldsa a
nullhipotézis igazsagat feltételezve pontosan ismert, a mintavétel elétt azonban ennek
érteke is valosziniiségi valtozo. A probafliggvénynek tobb szempont szerint kell
megfelelonek lennie, egyrészt a nullhipotézisben megfogalmazott allitasnak, azaz nem
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minden nullhipotézis ellendrizhetd azonos probafiiggvénnyel; masrészt a minta

eloszlas-tipusanak, valamint a mintavétel modjanak is.

3. Kivalasztani a szignifikancia szintet: az az els6faju hiba elkovetésének valoszinliségét

valasztjuk meg.

4. Az elfogadasi és kritikus tartomany megallapitdsa a szignifikancia szintnek és a

szabadsagfoknak (ahol van) megfelelden.
Mintavétel, és a probafiiggvény értékének kiszamitasa.

e

6. Dontés a nullhipotézis helyességének elfogadéasardl, vagy a nullhipotézis elutasitasa.

13.2. Egymintas statisztikai probak

Az egymintés statisztikai probdk a sokasag valamely paraméterének tesztelésére szolgalnak.

13.2.1. Varhato értékre iranyulo probak

Azt teszteljiik, hogy egy sokasag ismeretlen varhato értéke (), megegyezik-e az altalunk

feltételezett varhato értékkel (o). A nullhipotézis a kdvetkezo:
Ho:pu=po
Konkrét minta esetén:
H, : X = X0
Az alternativ hipotézisiink haromféle lehet:
Hi:pu<po
Hi:p#po
Hi:u>po
Konkrét minta esetén:
H, :;<;o
H, : X # X0

H, :;>;0

13.2.1.1. Egymintas z-proba

A sokasag normadlis eloszlasu €s a sokasagi szoras (o) ismert, akkor hasonléan a becsléshez, a

z-probafiiggvényt alkalmazzunk.

H— Hy
z, = ,
lo2
An
illetve ismert minta esetén:
X— Xo
-
0 o

Ez a probafiiggvény standard normalis eloszlasu valosziniiségi valtozo.

A z-proba elfogadasi tartomanyanak hatérai az alabbiak:
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Alternativ hipotézis elfogadasi tartomany
Hitpu<uo [Za;OO[

Hizp#po [Za/Z;Zl—a/Z]
Hi:p>po ]_ o0; Zl—a]

A tablazatban csak a z,__ értékeit talaljuk meg, azonban a z , -értékeit az alabbi
Osszefliggés alapjan meghatarozhatjuk:

Z, ="Z_,
Bemutato feladat:

Egy automata gépsor lisztet csomagol, a szabvany szerint 100 dkg-os tomeggel, és a
megengedett szords 3 dkg. Ellendrzés céljabol 30 db-os mintat vesziink. A lemért lisztes
zacskok atlagos tomege 98 dkg. Ellendrizziik 5%-os szignifikancia szinten, hogy a gép
megfelelden csomagol-e.

Ho:p=100 dkg.

H1 u;thO dkg

98 -100
=y
V30
Az elfogadési tartomany: (-1,96; 1,96)
Az elfogadési tartomany nem tartalmazza a probafliggvény aktualis értékét (-3,65), ezért a

nullhipotézist elutasitjuk, azaz 5%-o0s szignifikancia szinten a t6ltési tdmeg nem felel meg a
szabvanynak.

=-3,65 Zo975= 1,96; Z9 005 =-1,96

13.2.1.2. Egymintas t-proba

A normalis eloszlast sokasag vizsgalatanal végezziik, ha nem ismerjiik az eloszlas szorasat.
Ebben az esetben a

H— Hy
S
Jn

probafiiggvényt hasznaljuk, illetve konkrét minta esetén:

t, =

X— X0

~
o
I
-

a nullhipotézis ellenérzésére.

Ha a nullhipotézis igaz, és a sokasag eloszlasa valoban normalis, akkor a t-probafiiggvény
szf=n-1 szabadsagfokt Student-féle t-eloszlast kovet. A t-proba elfogadasi tartomanyanak
hatarai az alabbiak:
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Alternativ hipotézis elfogadasi tartomany
szf .
7 oo[
Hi:pu<po I
tSZf . tSZf ]
Hi:p#po - a/2 ? l—-ax/2
szf
Hi:p>po — 0, zLl—a
szf _  gszf
ta o tl—(x
Bemutato feladat:

Az el6z0 sokasag eloszlasa normalis, az atlag 98 dkg, a szorast a mintabol (n=30) becstiltiik
meg, ami 5,5 dkg Ellendrizziik 5%-o0s szignifikancia szinten, hogy a gép megfeleléen
csomagol-e.

Ho:p=100 dkg.
H] u;thO dkg

ty = w = 1,99 t*)975=2,05; t*°0,025= -2,05

30

Az elfogadasi tartomany: (-2,05; 2,05)

Az elfogadési tartomany tartalmazza a probafiiggvény aktudlis értékét (-1,99), ezért a
nullhipotézist elfogadjuk, azaz 5%-os szignifikancia szinten a toltési tomeg megfelel a
szabvanynak.

13.2.2. Sokasagi szordsra vonatkozo proba

A sokasagi szoras becslésére a korrigalt tapasztalati szorast hasznaljuk. A konfidencia
intervallum meghatarozasat a y’-eloszlasra (khi) alapozzuk.

2 (nm —1)*s°

0o - Gg

probafiiggvényt hasznaljuk, amely szf=n-1 szabadsagfoku y’-eloszlast kovet.
A nullhipotézisiink:

Hoi O0=0y
A y*-proba elfogadasi tartomanyanak hatarai az alabbiak:
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Alternativ hipotézis elfogadasi tartomany
2 -
H,: o<oy /l/a(szf) > 0O
2 . 2
Hi: o#00 [Za/z(szf),ll—a/2 (szf)]
_ 2
H;: 6>0y :b: Xl—oc(szf) ]
Bemutato feladat:

Az el6z6 példaban feltételezziik, hogy a gép 3 dkg-os szorassal tolt. A 30 elemli mintabol
szamitott szoérds 5,5 dkg volt. Ellendrizziik, hogy helyes volt-e a feltevés, hogy a gép
maximum 3 dkg szoréssal tolt, 5%-os szifnifikancia szinten.

Hy:0=3 dkg.
H;:c>3 dkg

—N* 2
2 _ (30 )2 55 _975

0
A ;(02,95(29) =42,6, tehat az elfogadasi tartomany (0; 42,6), a probafiiggvény értéke nem esik

bele ebbe a tartomanyba, ezért a nullhipotézist elutasitjuk, azaz a toltés sordn a szoras
meghaladja az eldirast.

13.2.3. Fiiggetlenségvizsgalat

A fliggetlenségvizsgélat azon nullhipotézis ellenérzésére szolgdl, hogy két ismérv fliggetlen
egymastol. Az alternativ hipotézisben pedig azt fogalmazzuk meg, hogy nem fliggetlenek.

A két ismérv akkor fliggetlen egymastol, ha a peremmegoszlasi viszonyszdmok (relativ
gyakorisdgok) szorzata egyenld s megfeleld egyiittes viszonyszdmokkal:
flo % fol _ fll

N N N
Ha nem ismerjiik a véges sokasagot, akkor a mintabol szarmazé adatokkal kell eldonteni a

fliggetlenséget. Ilyenkor is egy kontingenciatdblabdl indulunk ki, de a tablazat ekkor a
mintaban észlelt gyakorisagokat tartalmazza.

Ho:P;=Pie*P,; (i=1,2,....,8; j= 1,2,....t)
H11Pij¢Pi.*P.j
Pj;: az els6 ismérv i-edik és a masodik ismérv j-edik valtozata egyiittes el6fordulasanak
valdsziniisége a sokasagban.

A valoszinliségeket a mintabol becsiiljiik:
pie=nie/n  p ej=n ej/n
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sk
— sk sk
N; =N 7 Pie ™ Paj

Vagy a Csuprov-féle egyiitthaté szerint, ahol

A szabadsagfok: szf=(s-1)*(t-1)

1)

*
Ji

sk
_nio noj
n
f_ﬂ
L=
n
t —
2 N (f,j
Z =
i=1 j=1
ok *
fy =n*P.*F

j

Ez a proba jobb oldali médon hajthaté végre. A minta akkor tekinthet6 elég nagynak, ha még
a legkisebb n j; is legalabb 5, de még jobb, ha legalabb 10.

Bemutato feladat:
Egy szociologiai vizsgalat soran azt kivanjuk ellendrizni, hogy az egyetemet végzett férfiak és
ndk eldrejutasi lehetdségei azonosnak tekintheték-e. Ehhez a 15 éve végzett hallgatok koziil
200 fot kivalasztva véletlenszertien, az alabbi mintat kaptuk.

HoZPiJ:Pi.*P.j HliPijipi.*P.j

Megn. Férfi né > nj.
Beosztott 20 40 60
kozépvezetd 60 40 100
Felsd vezetd 30 10 40
2 N 110 90 200
A vizsgalatot 5%-os szignifikancia szinten végezziik el.
Megnevezés njj . _ M *n,; (n G- )2
n jj n —_—
ng
Férfi | Beosztott 20 60*110/200=33 | 5,121
kozépvezetod | 60 55 0,455
Felso 30 22 2,909
vezetd
N6 Beosztott 40 27 6,259
kozépvezetd | 40 45 0,556
Felso 10 18 3,556
vezeto
) 200 | 200 18,856

v*=18,856
Y 0.952=5,99

szf=(3-1)*(2-1)=2
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Mivel a kritikus érték kisebb, mint a szamitott érték, a Ho-t elutasitjuk, tehat az adatok alapjan
5%-os szignifikancia szinten elmondhat6, hogy a nemhez vald tartozas és a beosztas fiiggenek
egymastol, azaz elutasitjuk a fiiggetlenséget.

13.2.4. llleszkedésvizsgalat

Egy valoszinliségi valtozd eloszlasara vonatkozd allitas vagy feltételezés ellendrzését
illeszkedésvizsgalatnak nevezziik. Attol fliggben, hogy a hipotézisiinket mennyire
konkretizaljuk, kétféle illeszkedésvizsgalatot kiilonboztetiink meg:

Ha a feltételezett eloszlas egyértelmlien meghatarozott - a tipusat és a paramétereit eldre
rogzitjiik -, akkor tiszta illeszkedésvizsgalatrol beszEliink.

Ha a feltételezett eloszlasnak csak a tipusat adjuk meg — a paramétereit pedig a mintabol
becsiiljiik -, akkor becsléses illeszkedésvizsgalatot végziink.

A sokasagot egy ismérv (t6bbnyire mennyiségi, néha mindségi) alapjan k-szamu részre
bontjuk, azaz az adott ismérv alapjan osztalyozzuk a sokasdg egységeit. Ugyanezt azt
osztalyozast a mintan beliil is elvégezziik.

A kategoria eléfordulasanak

Osztaly gyakorisaga | relativ
valoszinlisége gyakorisaga

a mintdban

C1 P, fy g

2 Py f 2

Ck Py fi gk

Osszesen | 1,00 n 1,00

Az altalunk feltételezett sokasag eloszlasa minden ismérvvaltozathoz egy maghatarozott P;
valdsziniiséget rendel. A nullhipotézis tehat:

Ho:P(ci)=P; i=1,2,...k, az alternativ hipotézisiink pedig:

H; IP(Ci)?ﬁPi

A Hy helyességét a y -probafiiggvénnyel Vizsgélhatjuk meg'

z(f *P) z(f ) *(Zz‘i_l_l)

=n*Pp;

Ez a statisztikai vizsgalat a nullhipotézis helyessége esetén jo kozelitéssel szf=(k-b-1)
szabadsagfoku y*-eloszlasu, ahol a b a P; valdsziniiségek meghatarozasahoz sziikséges olyan
paraméterek szdma, amelyeket a mintabol becsiiliink. Tiszta illeszkedésvizsgalat esetén a b=0.
Mivel y*-probafiiggvény a nullhipotézistél valo jelentds eltérést nagy pozitiv értékkel jelzi,
ezért az illeszkedésvizsgalatot a jobb oldali kritikus tartomanyra kell végrehajtani, azaz a felsd
kritikus értéket kell keresni, tehat az elfogadasi tartomany pedig:

[O; le—a(SZf) ]

*

f.

1

Bemutato feladat:

81



IV. Modul 13. lecke

rrrrrr

megengedett szordsa 7 masodperc. 400 véletleniil kivalasztott vendég kiszolgélasi id6 szerinti
megoszlasa a kovetkezd:

kiszolgalasi | vendégek | Ellendrizziik azt a feltevést, hogy a
1d6 szdma minta az eldirt paramétert (atlag=45,
(mésodperc) | (f6) szOras=7 masodperc) normalis

0-35 20 eloszlasbol szarmazott, P=5%-0s
35-40 30 szignifikancia szinten.

40-45 100

45-50 100

50-55 60

55- 40

Osszesen 400

kiSZOlgéléSi Vendégek Xif Zi=(Xip @Z(iﬂ: P; = (fi-

id6 szama wic | Pi n*P; | )
(méasodperc) | (f6)

0-35 20 35 -1,43 0,0764 | 0,0764 | 30,56 | 3,65
35-40 80 40 -0,71 0,2389 | 0,1625 | 65 3,46
40-45 100 45 0 0,5 0,2611 | 104,44 | 0,19
45-50 100 50 0,71 0,7611 | 0,2611 | 104,44 | 0,19
50-55 60 55 1,43 0,9236 | 0,1625 | 65 0,38
55- 40 © 0 1 1,00 | 30,56 |242
Osszesen 400 - - - - 400 10,79

A tablazatban vastagitott szamokat az alabbiak szerint kapjuk:
Zi=(Xir-)/0=35-45/7=-1,43

D(-Zin)=1-P(z;) tablazatbol

Pizp’ik‘P,ik-l=0,23 89-0,0764=0, 1625

f =n*P;=400%*0,0764=30,56

(£-f )/ =(20-30,56)*/30,56=3,65

Ugyan igy kell a tobbi értéket is kiszamitani

v*6=10,79

SZf:6-1:5, X21_0’05(5):1 1,1,
az elfogadasi tartomany (0;11,1).

A szamitott érték az elfogadasi tartomanyba esik, igy elfogadjuk a nullhipotézist. A
kiszolgalasi id6t 5%-os szignifikancia szinten 45 masodperc varhato értékii és 7 masodperc
szorast normalis eloszlasu valoszinliségi valtozonak lehet tekinteni.

Bemutato feladat:

Egy széleskorli vizsgalat soran, Magyarorszagon a 15 éves és iddsebb népesség 15%-a

sovany, 25%-a normal sulyt, és 60%-a tulsulyos volt 1996-ban. 2015-ben 500
véletlenszertien kivalasztott minta alapjan 72 f6 sovany, 176 f6 normal sulyu és 252 f6 pedig
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tulstlyos volt. 1%-os szignifikancia szinten allithatjuk-e, hogy a két eloszlas egyforma. A
kérdés az illeszkedésvizsgalattal valaszolhatdé meg.

A kategoria eléfordulasanak

Osztaly Valoszinlisége | gyakorisaga | relativ
P; gyakorisaga
a mintdban

Sovéany 0,15 72 72/500=0,1444
Normal 0,25 176 176/500=0,352
tulsalyos | 0,60 252 252/500=0,504
0sszesen 1,00 500 1,00

0,1444> .\ 03522 .\ 0,504>
0,15 0,25 0,60

2
x2=n*(2i—i—1)=500*( —1)=28,608
i

szf=3-1=2

X20,99(2)=9,2 1
az elfogadasi tartomany (0; 9,21).

A két eloszlas nem egyezik, mivel a probafiiggvény szamitott értéke az elfogadasi
tartomanyba esik

13.3. Két- és tobb mintas statisztikai probak

Gyakran el6fordul, hogy két sokasdgot akarunk vizsgialni, és a hipotézis két paraméter
értekének egymashoz vald viszonyéra vonatkozik. Ilyenkor kétmintas probat hajtunk végre,
azaz a sokasagokbol 1-1 fliggetlen, véletlen mintat vesziink a hipotézis ellendrzése céljabol.
Az egymassal Osszehasonlitasra keriild sokasagok iddben, térben vagy barmilyen mas
tekintetben kiilonbozhetnek egymastol.

13.3.1. Varhato értékek kiilonbozoségére iranyulo probak

Két sokasagbdl kiilon-kiilon €s egymastol fiiggetleniil vett minta alapjan ellendrizni kivanjuk
a H, :n, = p, vagy konkrét minta esetén aH, : X1 = X2 hipotézis helyességét.

13.3.1.1. Kétmintds z-proba

Ha a két sokasdg normadlis eloszlasu, és ismert mindkét sokasag szorasa, akkor a z-
probafiiggvényt alkalmazzuk:

X1 — X2
Z =
2 2
6, 6,
n, n,

A proba elfogadasi tartomdnya megegyezik az egymintas z-proba elfogadasi tartomanyaval:

83



IV. Modul 13. lecke

Alternativ hipotézis elfogadasi tartomany
Hip<pa (x1< x2) [Za ) OO[
Hitpi#ps (x1#X2) [Za/z;zl-a/z]
Hi:pi>pa (x1>%2) ]_ o0; Zlq ]
Bemutato feladat:

A leveg6szennyez3dés vizsgalatakor az iilepedé por (g/m*/hd) mennyiségét mérték meg téli
¢és nyari iddszakban. A mérés eredménye:
Télen: n;=60 x; =5,1 c1=3

Nyéron: n,=60 X2 =59 6,=3,9

Megoldas:
H,:xi=x2
H, LX) # X2

i X1 —X2 _ 5,1—5,9 =—1,26

i+i§ \/32_’_3’92
n, n, 60 60

Z0,975=1,96

Az elfogadési tartomany: (-1,96,1,96)

A szamitott érték az elfogadasi tartomdnyba esik, igy a levegdszennyezddés a mért adatok
alapjan, azonos télen és nyaron.

13.3.1.2. Kétmintas t-proba

Ha a két normalis eloszlast sokasag szérdsat nem ismerjik, és feltételezziik, hogy szorasuk
lényegesen nem kiilonbozik, ilyenkor t-probat alkalmazunk:

X, — X2

t =
0 1 1
_l’_

—1) *¢> —1)*s2
s, = (m =D*s +(n, D%, (k6zds szoras)
n+n,—2

A szabadsagfok szf=n;+n,-2
A proba elfogadési tartomanya megegyezik az egymintas t-proba elfogadasi tartomanyéval.

Bemutato feladat:

Egy lizemben a szerelési miiveleteket két eltéré modon tanitottak be. A két csoportbol mintat
vettek, és feljegyezték a dolgozok teljesitményét. A kérdés, hogy 5%-os valdszinliségi szinten
van-e kiillonbség a két szerelési mod kozott?

n=16, x;=128 s;=18

84



IV. Modul 13. lecke

=11, x=112 $,=19
Megoldas:

H02X1 > X2,
Hi:xi <X,

1 *1R2 _1)*102
Sd:\/(m DFIST+AI-D*19° o
16+11-2

NS .10 | P

18,41 i+L
16 11

Szf=25 t0,025(25)= -1,71, az elfogadasi tartomany:

szf
[ta ; OO[,azaz [— 1,71; OO[
Mivel a szamitott t-érték beleesik az elfogadasi tartomanyba, ezért a nullhipotézist elfogadjuk,
azaz az elso betanitasi modszer nem jobb, mint a masodik.

Ha a két minta szordsa nagymértékben kiilonbozik, akkor a kétmintds t-préba nem
alkalmazhaté a két varhatod érték egyezésének eldontésére. Ilyen esetekben az ugynevezett
Welch-eljarast alkalmazzuk:

|X1 _X2|
=L 21
2 2

S] S2
7_,,_7

n, n,

Bemutato feladat:

Egy lizemben a szerelési miiveleteket két eltéréd modon tanitottak be. A két csoportbol mintat
vettek, és feljegyezték a dolgozok teljesitményét. A kérdés, hogy 5%-o0s valosziniiségi szinten
van-e kiilonbség a két szerelési mod kozott?

n1=16, X1:128 51:18

Il2:1 1, X2:1 12 82:29

Megoldas:
H02X1 > X2,
Hi:xi <X,

(= X, = X,| _ 128112 163

n, n, 60 60
Szf=25 t0,025(25)= -1,71, az elfogadasi tartomany:

szf
[ta ; OO[,azaz [— 1,71; OO[
Mivel a szamitott t-érték beleesik az elfogadasi tartomanyba, ezért a nullhipotézist elfogadjuk,
azaz az elsO betanitasi modszer nem jobb, mint a masodik.
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13.3.2. Két sokasagi szords egyezdségére iranyulo proba

Ha a két sokasag normalis eloszlast, a szérdsok egyezOségének vizsgalatdra az F-
probafliggvény alkalmazhatd, ezért F-probanak nevezziik.

H()ZG 1=02.,
a szabadsagfokok az alabbiak: szfi=n;-1; szf,=n,-1.
2 2
o K
F = 0_—12 vagy F =~
2 2

Az F-eloszlas nem szimmetrikus, elfogadési tartoméanya a kovetkezo:

Alternativ hipotézis elfogadasi tartomany
szt .
[ oo,

szf1 . SZfl
Hi:01#0; |.FSZf2 (a/2)° FSZf2 (1-a/2) J

. Tszf;
Hi: 61> 0, pﬂ Fszf2 (1—a) J
Szf, _ 1
Szfi(a) T Szf
] FSzflz(l—a)
Bemutato feladat:

Az el6zd példa folytatasa. Ellendrizziik 10%-os szignifikancia szinten azt a feltevést, hogy a
munkasok teljesitményének szordsa megegyezik.
HoiGlzﬁz., H,:01%20>

2
F=12 _08976
19
szfi=15; sz£,=10
15 . 15 .
|IF'S 005y = 0.351:FS (s, = 2.85]

A szamitott érték belesik az elfogadési tartomanyba, igy a nullhipotézist elfogadjuk, azaz a
teljesitmények szorasa kdzott nincs szignifikans kiilonbség.

13.3.3. Két eloszlas egyezoségének a vizsgalata

Két eloszlas egyezdségének a vizsgalatat homogenités vizsgalatnak is nevezziik.
Feltételezziik, hogy valamely valtozé két sokasagn beliili eloszlasa azonos. Erre ay’-eloszlasu
probafiiggvényt alkalmazzuk. A két minta elemszama n; és n,, akkor y* értéke:

2
1 n, n,
2 _ * *2 * li 2i

n,; +1n,, n, n,

=g relativgyakorisag
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Bemutato feladat:

A virdgarakat vizsgalva a pesti és budai viragiizletekben arra keresték a valaszt, hogy a
viragarak eloszlasa azonos-e a két helyen 99%-o0s konfidenciaszinten.

Ar Buda Pest szamitasok
arusok szama niitny | g @i 1 — 2
(db) —*( . 2‘)
ny; +0y n, n,

0-55 3 5 8 0,0400 | 0,0595 0,000048
56-65 22 6 28 0,2933 | 0,0714 0,001759
66-75 18 18 36 0,2400 | 0,2143 0,000018
76-85 18 21 39 0,2400 | 0,2500 0,000003
86-95 6 18 24 0,0800 | 0,2143 0,000752
96-105 6 10 16 0,0800 | 0,1190 0,000095
105- 2 6 8 0,0267 | 0,0714 0,000250
0sszesen. 75 84 159 1 1 0,002925

2
7> =n, *n, *Z;*(ﬁ—%J = 75%84*0,002925 = 18,4275
n; +1, 0, 0,

szf=7-1=6 a/2=0,005 1-0/2=0,995

c.=0,68 c=18.,5
Az elfogadasi tartomany: (0,68; 18,5)

A szamitott érték beleesik az elfogadési tartomanyba, azaz a virdgarak eloszlasa azonos a két
helyen.

13.3.4. Varianciaanalizis

Varianciaanalizissel (szérdsnégyzet elemzés) kettonél tobb sokasag varhato értékének
egyezdseége tesztelhetd.
A varianciaanalizis annak a nullhipotézisnek az ellenérzésére szolgal, hogy ketténél tobb,
azonos szorasu normalis eloszlasu valdszintiségi valtozonak azonos-e a varhato értéke.
Ho:pi=po=..=p,=p
A varianciaanalizis abbdl indul ki, hogy minden megfigyelés 3 komponens dsszege:

e avarhat6 érték: p,

e egy aj-edik sokasagra jellemzdf; konstans,

e ¢&segy véletlen Osszetevd (hibavaltozo): ;.

A Hy helyességét probafiiggvénnyel vizsgaljuk, és ez az F-probafiiggvény.
_s; _SSK/(M-1) MS, MQ,
~s2  SSB/(n—M) MS, MQ,

SSK: a csoportok kozotti eltérés négyzetosszege (kiilsé szoras négyzete)

SSK =3 n,(xi —xJ
i=1
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M: a csoportok szama

SSB: a csoportokon beliili eltérés négyzetosszege. (belsd szoras négyzete)

m n; — v
ssB=Y"3(x, - x:)
i= j=I
Ezen kiviil ki kell szdmolni az 6sszes adat szorasnégyzetét is.

SST = ii("ﬁ _;)

i=l j=1
Vagy:
SST=SSK+SSB (teljes szoras négyzete)

A varianciatablazat a kovetkezo lesz:

A szorddas oka SS (SQ) [ DF(FG) |MS(MQ) |F
Kiilso (kezelés) SSK M-1 S s/ Sb”
Belsé (hiba) SSB  |n-M Sp”

Teljes SST n-1

Az F-proba jobboldali préba. Ha a tapasztalati F-érték (szamitott) nagyobb az elméleti F-
érteknél (tdblazatbeli), akkor a varhato értékek egyezdségére vonatkozd nullhipotézist az adott
szignifikanciaszint mellet elvetjiik, és az alternativ hipotézist fogadjuk el.

Bemutato feladat:

Egy kis élelmiszerbolt tulajdonosa feltételezte, hogy a hétféi és szombati napokon nem
ugyanannyi a sajt forgalma, mint a hét tobbi napjan. Azért, hogy a sajtrendelésit jobban le
tudja adni, feljegyezte a forgalmat az adott napokon:

Napok Megfigyelt |Eladott mennyiség | Atlag Variancia
napok (kg) (szorasnégyzet)
szama

HéEtfo 6 30,40,54,34,44,50 |42 84,8

egyéb 10 49,43,30,59,35,46,141,8 70,4

42,35,36,43

szombat 6 52,58,57,70,54,54 157,50 423

Ossz. 22 46,136 111,17

SST=21*111,17=2334,57
SSB=5%84,8+9*70,4+5%42,3=1269,1
SSK=2334,57-1269,1=1065,47

si>=SSK/(M-1)= 1065,47/2=532,735
$,°=SSB/(n-M)= 1269,1/19=66,795
F=532,735/66,795=7,976

A sajtforgalom variancianalizis tablazata
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A szorodas | SS (SQ) DF(FG) MS(MQ) F
oka

Milyen nap |1065,47 2 532,735 7,976
Hiba 1269,1 19 66,795

Teljes 2334,57 21

Mivel Fo95(2;19)=3,52, azaz a tablazatbeli érték kisebb, mint a szamitott F-érték, igy a
varhato értékek egyezését allitd nullhipotézis elvethetd. A hét vizsgalt napjain 5%-os
szignifikancia szinten nem egyforma a sajtforgalom atlagos nagysaga.
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V. modul: Korrelacio- és Regresszio analizis

14. lecke Kétvaltozos korreldcio- és regresszio-szamitds: Linedris

Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha

e Tudja a korrelacio €s a regresszio jelentését.

e Tudja a korrelacios egyiitthato altal felvehetd értékeket.

e A felsorolasbol ki tudja valasztani a regresszidés paraméterek, a relativ hiba és a

rugalmassagi egylitthato jelentését.

e A megadott adatokbdl ki tudja szdmolni a regresszios fliggvény paramétereit, a
korrelacids egyiitthatot, a determinacios egyiitthatot, a relativ hibat, a rugalmassagi
egyiitthatot.

Ertelmezni tudja a kiszamolt értékeket.

Becslés tud végezni a regresszids paraméterek ismeretében.

Ki tudja szamolni a regresszids paraméterek konfidencia intervallumat.

Tudja a hatvanykitevds és az exponencidlis regresszio jelentését.

Tudja a nem linedris regresszio szorossdganak mérésére szolgald mutatot.

Az adatok alapjan ki tudja szamolni a hatvanykitevds és az exponencidlis regressziot.
Az adatok alapjan el tudja donteni hogy milyen tipusti regresszids fiiggvény
illeszkedik a legjobban.

14.1. Kétvaltozos korrelacio-szamitas

A mennyiségi ismérvek kozott meglévé kapcsolat szorossdgat és iranyat a korrelacio-
szamitéassal allapithatjuk meg.

Ha a mennyiségi ismérvek kozott nincs kapcesolat, azaz fiiggetlenek egymastol, akkor a
szorossag mérdszama a korrelacios egyiitthato (r) nullaval egyenld.

Ha egyértelmi kapcsolat van a két mennyiségi ismérv kozott, akkor a korrelacios egyiitthato
(r) érteke (-1;1) kozé esik. Ha a korrelacios egyiitthatd pozitiv, akkor a két ismérv kozotti
kapcsolat azt jelenti, hogy az egyik ismérv novekedése maga utdn vonja a masik ismérv
novekedését. Negativ kapcsolat esetén az egyik ismérv ndvekedése a masik ismérv
csokkenését okozza.

A mennyiségi ismérvek eloszlasainak specialis paramétere a kovariancia, amely az atlagtol
valo eltérések szorzatanak szamtani atlaga. Az egyiittes szorodas nagysagrendjét jellemzi, az
eldjele pedig kifejezi a kapcsolat iranyat.

C— Z(Xi _;)*(Yi _§)

n
A kovariancia felhasznalasaval kiszamithato a linearis korrelacids egyiitthato:
C
= e
c, *o,

ahol: C: akovariancia,
oyx: az egyik valtozo szoérdsa
oy: a masik valtozo szorasa

Ha a valtozok szordsara nincs kiilon sziikségiink, akkor a korrelacios egylitthatd masképp is
kiszamolhato:
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o E (i)
V2 (= %) *3(y, - )’

Vagy:

X, ¥y —n*x*y
L D x, yiz y _ _p # O
x-Syl -nty) %
A korreléacids egylitthaté négyzete a determindcios egyiitthatd, amely szazalékban adunk meg,
¢s azt fejezi ki, hogy az egyik ismérv hany szazalékban befolydsolja a masik ismérv
valtozasat.

R =r’
14.2. Kétvaltozos linedaris regresszio-analizis

Ha két mennyiségi valtozo kozotti fliggdségi viszonyt valamilyen matematikai képlettel irunk
le, akkor regresszio-analizisrdl beszéliink.
Az ismérvek kozotti fliggdségi viszonyok feltarasaval, az osszefiiggésekben rejld tendencidk
matematikai fliggvényekkel torténd leirdsaval a regresszidoanalizis foglalkozik.
A gyakorlati elemzé munkaban a korrelacio- €s regresszid-szamitast altalaban egylitt, egymast
kiegészitve alkalmazzak.
A regresszio-szamitds a statisztikai modellezés egyik egyszerli eszkdze, &m egyszerlisége
ellenére szinte minden, kordbban megismert mddszertani elemet felhasznal.
A regresszio-szamitaskor altaldban meg szoktuk kiilonbdztetni a két- a tobbvaltozos eseteket.
A kétvaltozos regresszidanaliziskor két valtozo kapcsolatat vizsgaljuk, az x valtozo az egyik,
ez a magyarazd valtozo, és az y-lal jelolt (eredményvaltozo) valtozé a masik, amelynek
alakulasat x valtozo befolyasolja. A regresszio-szamitds soran feltételezziik, hogy az
eredményvaltozonk (y) sztochasztikus kapcsolatban all a magyarazé valtozoval Y=f(x)
A regresszio tipusanak kivalasztasahoz el0szor abrazolni kell az adatokat, mivel az ismérvek
kozotti kapcesolat 1ényegének megismerésében fontos szerepet jatszik a grafikus abrazolas.
Altalaban pontdiagramot készitiink.
Ezutdn meg kell hatdrozni a regresszio tipusat, ehhez azonban sziikséges az adott teriilet
szakmai ismerete is. Linedris esetben az alabbi fliggvényt hasznaljuk:

y=Bo+Pi*x
A fliggvénytipus kivalasztisaval azonban a regresszidos fliggvény meghatarozasanak
problémdja még nincs megoldva. A végtelen sok egyenes koziil azt az egyet keressiik, amely
az Osszefiiggést a lehetd legjobban leirja. A fliggvény paramétereit a legkisebb négyzetek
modszere segitségével hatarozzuk meg, vagyis:

S=Z(yi-y’i)2:> minimum.

Azt a becslofiiggvényt keressiik tehat, amelyik a mintabeli és a szadmitott értékek kozotti

kiilonbségek négyzetdsszege minimalis. Linedris 0sszefiiggés esetén a fiiggvényiink:
y=Bo+P1*x vagy y=atb*x

Ezt behelyettesitve S-egyenletébe a kovetkezot kapjuk:

S=Z(yi-Bo-B1*x)*
A fiiggvénynek ott van minimuma, ahol a két egyiitthatd szerinti parcialis
differenciahanyadosa egyenld nullaval. Az egyenlet levezetésébdl azt kapjuk, hogy:
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Bo =y—B, *x
A Bo paraméter azt fejezi ki, hogy az x=0 helyen a fliggvény éppen ezt az értéket veszi fel, ha
a nulla szerepel x lehetséges értékei kozott.
A B; paraméter geometriai értelemben az egyenes meredekségét meghatarozd iranytangens,
regresszids egyiitthatoként valaszt ad arra, hogy az x valtozo egységnyi valtozasa atlagosan
mekkora véltozast okoz az y véltozdban.
A kétvaltozés kapcsolatok esetében megvizsgaljuk, hogy a becslofiiggvény mennyire
kozelitette meg a mintabeli tapasztalati értéket. Ezt fejezi ki az e- érték, azaz a rezidualis
szoOras, amelyet a regresszios becslés abszolut hibaja is egyben:

Zyl yl)z el

n—2

Ami tulajdonképpen az x; pontban vett mintabeli y; értékek és az adott x; ponthoz tartozé
becsiilt y’; értékek kozotti eltérések négyzetosszegének a gyoke.
A gyakorlatban kiszamitjuk ennek relativ nagysagat is:

CVg, = 2£*100

y
A relativ hiba kifejezi, hogy a regresszios becslések értekei atlagosan hany szazalékkal térnek
el az eredményvaltoz6 megfigyelt értékeitol. Altalaban jonak mondjuk a becsléfliggvény
illeszkedését, ha: CVs<10-15%.

Az eredményvaltozo relativ valtozasanak fontos szerepe van a kdzgazdasagi elemzésekben. A
relativ valtozast fejezi ki a rugalmassagi egyiitthato:
E = ﬂ % X0
dx 'y,
Az x-magyarazovaltozé adott értékének 1%-os ndvekedése atlagosan milyen valtozast
eredményez az y-valtozo értékében. Ez az érték természetesen minden x-értékre kiszamithato:
X.
E=p*—

A

Yi

Bemutato feladat:
Egy 60 f0s sokasagra a statisztika irdsbeli dolgozatok eredményeit €s a felkésziilésre forditott
1d6 nagysagat vizsgalva 13 elemii mintat vettek, az alabbi eredményekkel:

92



V. Modul

14. lecke

. Dolgozat
146 eredménye
|(ora) x s X-Xitag  (XXitlag) |[(Y-Yitag) (Y-Yattag) (X-Xitlag) *(¥-Yittag)
1., l(pont) y
valtozo [, .
alto
of 40| 0 -6 36 -28 784 168
1 50 1 -5 25 -18 324 90
2 48 4 -4 16 -20 400 80
3 52 9 -3 9 -16 256 48
4 58 16 -2 4 -10 100 20
5 66| 25 -1 1 2 4 2
ol 70| 36 0 0 2 4 0
7 74 49 1 1 6 36 6
8 72 64 2 4 4 16 8
9 82 81 3 9 14 196 42
10] 82 100 4 16 14 196 56
11 93 121 5 25 25 625 125
12 97 144 6 36 29 841 174
0Ssz. 78 884 650 0 182 0 3782 819
atlag 6 68
Feladat: szamitsuk ki a regresszids fliggvény paramétereit!
Eldszor dbrazoljuk az adatokat, €s illessziink ra fliggvényt
120 -
y=45x+4
100 R2 = 0,9745 /
80 a
/
60
L J
40
20
0 T T 1
0 5 10 15
I Xi=x |*|yi~y
819

BO Zy—Bl*X=68—4,5*6=41

y =41+4,5x
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B1: azok a hallgatok, akik 1 oraval tobbet tanultak, atlagosan 4,5 ponttal jobb eredményt értek
el.
Bo: akik nem késziiltek a dolgozatra, azok atlagosan 41 pontos eredményre szamithatnak.

Ezutan 0sszehasonlitjuk a tényeleges és a regresszioval becsiilt adatokat.
Az y’-t gy kapom meg, hogy az egyenletbe (y’=41+4,5x) rendre behelyettesitem az x-

értékeit. Ezutdn minden eredeti y-bol kivonom a kiszamitott y’-értékrit, majd az eredményt
négyzetre emelem.

146 (ora)| 2018072t
" eredl‘:;enye
. Kpon
valtozo VI:i 1t Y " -y’ (y-y’).
0 40 41 -1 1
1 50 45,5 4,5 20,25
2 48 50 -2 4
3 52 54,5 -2,5 6,25
4 58 59 -1 1
5 66 63,5 2,5 6,25
6 70 68 2 4
7 74 725 1.5 225
8 72 77 -5 25
9 82 81,5 0,5 0,25
10 82 86 -4 16
11 93 90,5 2.5 6,25
12 97 95 2 4
Osszesen 96,5

Ce = \/ y‘)z 1/1936_5 =2,96

CVy, = 66*100 - 2904100 = 4.35%

y
A becslofliggvény illeszkedése jonak mondhato.

L)

\/Z(Xi—xy*Z[yi—YJz J182%3782

R*=97,45 %
A tanulésra forditott id6 97,45%-ban meghatarozza az elért pontszamot.

r=
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15. lecke Kétvaltozos korreldacio- és regresszio-szamitds: exponencidlis és hatvanykitevos
fiiggvények

Kovetelmények

e On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
tudja a hatvanykitevOs €s az exponencialis regresszio jelentését,
tudja a nem linearis regresszio szorossaganak mérésére szolgaldé mutatot,
az adatok alapjan ki tudja szamolni a hatvanykitevOs €s az exponencidlis regressziot,
az adatok alapjan el tudja donteni hogy milyen tipusu regresszios fiiggvény illeszkedik
a legjobban.

Tananyag

Két mennyiségi ismérv kozotti kapcsolat leirasara sok esetben nem alkalmas a linearis
figgvény. Ha az x-valtozd y-valtozéra gyakorolt hatasanak mértéke fligg az x-valtozd
nagysagatol, akkor a linedris regresszid nem alkalmas az adatok ko6zotti kapcsolat elemzésére.

15.1. Hatvanykitevds regresszios fiiggvény

Két mennyiségi ismérv kozotti kapcsolat leirasara sok esetben nem alkalmas a linearis
figgvény. Ha az x-valtozo y-valtozéra gyakorolt hatdsanak mértéke fligg az x-valtozod
nagysagatol, akkor a linedris regresszid nem alkalmas az adatok ko6zotti kapcsolat elemzésére.

Ha a fliggetlen valtozé szorzatos ndvekedésével a fiiggd valtozo is szorzatosan valtozik, akkor
regresszios fliggvény az alabbi:
y=Bo*x""

Olyan esetekben alkalmazzuk, amikor az x és y valtozok logaritmusai kozott van lineéris
Osszefiiggés.

1 regresszios egyiitthato azt fejezi ki, hogy az x magyardzo valtozé egységnyi relativ (1%-0s)
valtozasa mekkora relativ (hany szazalékos) valtozast idéz eld az eseményvaltozdban.

Megoldéasahoz linearizalni kell a regresszids fliggvényt:
Igy=IgBo+P1*lgx

Lathato, hogy az x és az y valtozok logaritmusa k6zott linearis a kapcsolat.
B, = Z(lgxi _1g_X)*(l_gYi _E)

>, (lg X, —lg x)z

lgB, =lgy—B, *lgx

Vezessiink be 1j ismeretleneket:
lgy=Y; Igx=X; IgBo=B

fgy a fiiggvényiink az alabbi:

Y=B+B,*X
A regresszids egyiitthatok igy mar a tanultak szerint szamithatdak:
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A paraméterek jelentése:

s -5)(s-)

B, =
B=Y-
B, =10

>(x

B, *X

BO

az x=1 helyen felvett regresszios érték.

X

;

A Bo: ha az x=Irésze a fiiggvény értelmezési tartomanyanak, akkor van jelentése, azaz

A Bi: a magyarazdvaltozd 1%-os valtozasa az eredményvaltozasban éppen A 1%-0s

valtozast okoz. A B;-egyiitthatd elaszticitasi (rugalmassagi) egylitthatd is egyben,
mivel megmutatja hogy az 1%-kal nagyobb x-értékhez hany szazalékkal nagyobb
vagy kisebb y-érték tartozik.

A kapcsolat szorossagat a korrelacios index fejezi ki:

A korrelacids index értéke:

e
> vi-y)
ei2 =(y; _Yi)2
0<I<l1

A korreléacids index négyzetét szazalékban fejezziik ki.

Bemutato feladat:
Nézziik meg, hogy mennyire van hatdssal a gyokér sulya a gyokér feliiletére cukorrépa

esetében.

Eloszor az eredeti adatok logaritmusat kell meghatarozni. A tovabbiakban ezekkel az
értékekkel dolgozunk, azaz X és Y-értékei keriilnek a képletekbe.

gyokér
sulya
X
valtozo

oy Okér
feliilete
y valto

lgx=X

26870,

4472

4,429268

15660

4152

4,194792

6180

1728

3,790988

2900

904

3,462398

1500

472

3,176091

650

260

2,812913

280

48

2,447158

130

39

2,113943

60

24

1,778151

30

12

1,477121

0ssz.| 54260

12111

29,68282

lgy=Y

X2

X‘Xétlag

(X-
>(aitlag)2

(Y‘Yétlag)

(Y-
Yétlag)2

(X-
Xétlag)*(Y'
Yétlag)

3,65050219,61841
3,61825717,59628
3,23754414,37159
2,956168 11,9882
2,67394210,08756

2,414973
1,681241
1,591065
1,380211
1,079181
24,28308

1,461268

2,135303

1,222502

1,494511

1,786402

1,226792

1,505018

1,190257

1,416713

1,460198

0,822988

0,67731

0,809544

0,655361

0,666245

0,494398

0,244429

0,528168

0,278962

0,261125

0,208091

0,043302

0,245942

0,060487

0,051178

7,912482

-0,15509

0,024052

-0,01303

0,00017

0,00202

5,988582

-0,52084

0,271276

-0,74676

0,557649

0,388943

4,468756

-0,85406

0,729413

-0,83694

0,700461

0,71479

3,161822

-1,18985

1,41574

-1,04779

1,097861

1,24671

2,181887

-1,49088

2,222719

-1,34882

1,819312

2,010925

97,37557

0,002824

9,268563

0,003085

8,081486

8,588538

atlagl 5426

1211,1

2,968282

2,428308
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gyokér fellilete y valto

70007 y = 0,4762x09266

6000 —W
5000

4000 * / *

3000 /

2000 /

1000 /

0 /

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

Z ) s

B, = 0,9266

— 2 - -
Z(Xi —Xj 9,2686

B, = Y- P, *X =2,4283—0,9266*2,9683 = —0,3222
B, =10 =0,4762

y = 0,4762 % x 9266

15.2. Exponencidliss regresszios fiiggvény

Ha az adatok kozotti 0sszefiiggést a:

y=Bo*By
Fiiggvénnyel irhat6 le, akkor exponencidlis regressziordl beszélink. Olyan esetekben
alkalmazzuk, ha az y-valtozo ndovekedése ardnyos az adott helyen felvett x-valtozé értékével.
Az exponencidlis fiiggvények esetében is igaz, hogy linedris Osszefliiggés van az
eredményvaltozo logaritmusa €s a magyarazovaltozo kozott. Hasonldéan a hatvanykitevos
regresszidhoz, ebben az esetben is visszavezetjiik linedris regressziora:

lgy=1gB, +x*1gp,
Y =B, +B, *x
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B, =10
B, =Y-B, *x
B, =10

A paraméterek jelentése:

AP, regresszids paraméter arra ad vdlaszt, hogy az x-valtozd egységnyi ndvekedése
hanyszorosara valtoztatja az y-valtozo értékét.

A kapcsolat szorossagat a korrelacios index fejezi ki:

e
I= 1——_2
D (yi-y)

A korrelaciods index értéke:

15.3. Vilasztas a kiilonbozo regresszios egyenlet-tipusok koziil

Ugyanarra az adatsorra kiszdmolva mindhdrom regresszios fliggvényt, felvetddik a kérdés,
hogy melyik jellemzi legjobban a valtozok kapcsolatat. A fliggvények kivalasztashoz az
egyenletek illeszkedési modszerét, azaz a legkisebb eltérések-négyzetét hasznaljuk. Az az

egyenlet illeszkedik legjobban az adatokra, ahol az (y, —§i)2 és az (x; — )A(i)z is a legkisebb,
illetve ahol a kapcsolat szorossagat kifejezé mutatd a legnagyobb.
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V1. modul: Idosorok elemzése

16. lecke: Egyszerii elemzési modszerek

Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha

e Tudja mit jelent az additiv és a multiplikativ kapcsolat.
e Tud paratlan szdmi mozgoatlagoldssal trendet szdmolni.
e Tud paros szdmi mozgdatlagolassal trendet szamolni.

A jelenségek iddbeli alakuldsanak, lefolyasanak vizsgéalata minden tudomanyagnak, igy a
gazdasagi tudomanyoknak is egyik koOzponti kérdése. A statisztikai sorokndl és a
viszonyszdmoknal mat taldlkoztunk iddsorokkal, hisz a dinamikus viszonyszamokat ezekbdl
hataroztuk meg. Az idésor elemzése abbol indul ki, hogy az iddsort tartésan érvénysiild
hosszu tava tendencia (trend), tartdosan hatd szabalyok, jol modellezhetd hullammozgés
(szezonalitds) hatarozza meg. A statisztikai elemzés szempontjabdl az iddsornak harom
Osszetevdje van.

- alapiranyzat (trend): ez a legfontosabb 0sszetevo. A trend az idésorban hosszabb iddszakon
at, tartdsan érvényesiild tendencia. Ez is tobb tényez0 egylittes hatasanak a kovetkezménye.

- Periodikus ingadozds: az idésorokban rendszeresen ismétlédé hullamzast jelent. Két tipusat
kiilonboztetjiik meg, a szezondlis vagy idényszerli hullimzast, és a konjukturalis ingadozast.
A szezonalis hullamzas a trendtdl vald abszolut vagy relativ mértékli eltérés-periodicitast
mutat.

- véletlenszerii ingadozds: ezt az 6sszetevot valosziniiségi valtozonak tekintjiik.

Az 1iddsorok elemzésének alapvetd feladata a komponensek elkiilonitése. Az egyes
komponensek kozott lehet additiv (Osszegszertl) és multiplikativ (szorzatszerll), vagy ennél
bonyolultabb kapcsolat.
Additiv kapcsolat: a komponensek 0sszege adja az iddsort.

A\ A\ A\

yij = Yij +Sjt+ Vj sj: szezonalis ingadozas
A szezonalis eltérés a periddusok kiilonb6zd szakaszaban mas és mas mértékill és iranyu lehet.

A véletlen komponens (vjj) valoszinliségi valtozo, additiv kapcsolat esetén feltételezziik, hogy
a varhato értéke nullaval egyenlo.

Multiplikativ kapcsolat. a komponensek szorzata adja az iddsort.
k

N /\* AN
— g kv
Yi =Yy SiT Vi
A szezonalis komponens relativ modon fejezi ki a hatasat, ez a szezonalis ingadozas (S*j).
A trendszamitas soran az iddésor kiegyenlitése, kisimitasa a célunk gy, hogy a periodikus

ingadozas és a véletlen ingadozas hatasat kiszlrjiik. Ez tobbféle modon torténhet, pl:
atlagolassal, mozgoatlagolassal, vagy analitikus trendszamitéssal.
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16.1. Egyszerii elemzési modszerek

Atlagolds
A flow (tartam) jellegli idésor adatait egyszerli szdmtani atlaggal szamoljuk ki.
3y
5o
n

A stock (allapot) jellegli idsor adataindl a szdmtani atlag nem hasznalhato, ekkor a
kronolégikus atlagot hasznaljuk:

&+y2 ot 2
n

r= n—1

Atlagos viltozds mutatoi:
e avaltozas atlagos mértéke: Az idéegységre jutd atlagos valtozast adja meg.

1_ Yo = Yy
n-1
e a valtozas atlagos iiteme: Ez viszonyszamként adja meg a valtozas iitemét, fejlodést

tikroz:
7 = "‘\I/Hl = n-1 I
Vi

16.2. Mozgodtlagolasos trendszamitds

Altaldban akkor alkalmazzuk, ha nincs kell§ ismeretiink a vizsgalando folyamatrél. Ez egy
egyszerl idOsor-elemzd mddszer. A mozgoatlagoldsos trendszamitds sordn a trendet az idGsor
dinamikus atlagolasaval hatdrozzuk meg 0gy, hogy az idésor minden eleméhez kiszdmitjuk
annak kornyezetében 1évé elemek datlagat. Az atlagolassal kikiiszoboljiikk a szezonalis
komponenst és csokkentjiik a véletlen tényezd hatdsat.
A mozgoatlagolasnal eldszor az atlagolas tagszamat kell meghatdrozni. Az idészak mindig k-
nyi elemét adjuk dsszes és ebbdl a k-val vald osztas soran kapunk egy atlagot. Fontos, hogy
n’ egy egész periodust fogjon at. Egy periodus azt az idészakot jelenti, amely alatt ugyanaz a
szezonhatas nem ismétlodik.
Ha a szezonalis komponens peridodusanak hossza paratlan, akkor a ’n’ is paratlan lesz
(n=2k+1), igy a paratlan tagszdmu mozgodatlagolassal kiszamitott trendet az alabbi képlettel
kapjuk meg:
_Yik T Yk T Y e Vi
i 2k +1
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Példaul egy 3-tagi mozgodatlagolds a kovetkezd:
Id6szak 1ddsor adatai mozgd dsszeg (O) Mozgdbatlag
Vi
1 YI .. - .. -
2 y2 Or=y1tystys 0,/3
3 NE O3=yrtystys 0s/3
4 Y4 O4=ystyatys O4/3
n-2 Yn-2 Qp—ZZYn-3+Yn-2+Yn-1 Qn-z/ 3
n-1 Yn-1 On—IZYn—2+Yn—1+Yn On— 1/ 3
n Vn - -

Ha a szezonalis komponens periddusdnak hossza paros, akkor a mozgdatlagolassal nem
kapunk azonnal trendértéket, mivel a kiszamitott atlag nem esik idéponthoz. Ekkor az
ugynevezett centirozasra van sziikség, amely kéttagi mozgodatlagolast jelent, és igy mar
1d6ponthoz tudjuk rendelni az értékeket.

PL.: negyedéves adatok, akkor paros szami mozgodatlagolast végziink.

Id6szak | Iddsor adatai mozgd dsszeg (O;) Mozgdatlag Centrirozas
Yi
1 yl Ty - Iy -
2 Y2 Ozs=y1tystystys Oy.5/4 -
3 y3 O35=yrtystyatys Os.s5/4 0,5103,5/2
4 Y4 O45=y3tyatystys O45/4 O351045/2
n-2 Yn2 Qp-z,5=Yn-4+ Yn-3TYn2t Y1 (:)n-z,s/ 4 On25+t0n15/2
n-1 Yn-1 On-l,SZle-3+Yn-2+YI1-1+ Yn On-l,S/ 4 -
n Vi - - -

A mozgoatlagolassal kiegyenlitett iddsor rovidebb, mint az eredeti iddsor.

A modszer elonye, hogy egyszerli és gyors. Hatranya, hogy rovidebb lesz a kiegyenlitett
id6sor, €s nem kapunk analitikusan ismert trendfiiggvényt, illetve nem tudunk eldrejelzést

végezni.
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17. lecke: Analitikus trendszamitas

Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
e Tudja, hogy mit jelent a trendszamitas.
e Ki tudja valasztani a linearis és az exponencialis trend jellemzojét.
Tudja a linearis és az exponencialis trend paramétereinek jelentését.
Tudja milyen esetekben végezhetiink extrapolaciot.
Az adatok alapjan meg tudja hatdrozni a linearis és az exponencialis trendfliggvény
paramétereit
e FEltudja donteni, hogy milyen fiiggvény irja le jobban az adatokat.

Ha a vizsgalt jelenség tartdés irdnyzatit az id6 fliggvényében valamilyen regresszios
fliggvénnyel hatdrozzuk meg, akkor analitikus trendszamitasrdl beszélink. Az analitikus
trendszamitds tehat a regresszid-szamitas egy specidlis esete, amennyiben az iddsorban
bekovetkezett valtozasokat az iddtényezd (t) fliggvényében vizsgaljuk.

Elészor meg kell hatdrozni, hogy a tartés alapiranyzat milyen tipusu fiiggvénnyel
jellemezhetd a legjobban, azaz dbrazolni kell az adatokat, és kivalasztani a fliggvény tipusat.
Az id6sor trendjét az a fiiggvény fejezi ki a legjobban, amelynél a szamitott fliggvényértékek
¢s az eredeti adatok kozotti eltérés négyzetosszeg a legkisebb.

17.1. Linearis trend

A linedris trendet ugy értelmezziik, hogy a vizsgalt jelenség egységnyi 1d0 alatt azonos
mértékben ndvekszik vagy csokken, azaz a tartés alapirdnyzat egyenletes abban az
értelemben, hogy az abszolut valtozas allando.
Ha az adatokra az egyenletes valtozas jellemzd, akkor linearis trenddel hatarozzuk meg az
alapiranyzat értékeit.

y=PBo+B*t
A fiiggvény illesztésekor a legkisebb négyzetek modszerét alkalmazzuk, a normalegyenletek a

kovetkezok:
ZYi = n*Bo"'Bl*Zti
Zti Yy, = éo*zti +[§1*Zt12

A megoldashoz kodolnunk kell az idsor adatait. Ez tobbféleképpen lehetségesféleképpen
torténhet:
e Ha aziddsort t=1,2,3,...n kddoljuk:

év
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016

—+
<

R (Q| NN ||V~
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A normalegyenleteket atalakitva megkapjuk a trendfiiggvény egyiitthatoit:
% (z t)* (Z Yi)
zti Yi—
n
Z t2 _ (Z ti )2
' n
2t

Bo=y—B*
n
e Ha az iddsort Xt=0 modon kdédoljuk, akkor kiillonbség van a paros €s paratlan szamu

1d6sor esetében.
- Paratlan tagszamu idossor:

=

év t
2009 -3
2010 -2
2011 -1
2012 0
2013 1
2014 2
2015 3

- Paros tagszamu idosor esetén: kéttéleképpen kodolhatunk:

év t t
2009 -3.5 -7
2010 2.5 -5
2011 -1,5 -3
2012 -0,5 -1
2013 0,5 1
2014 1,5 3
2015 2,5 5
2016 3,5 7

Ebben az esetben a normalegyenletek egyszeriibbek, és a trendfiiggvény egyiitthatoit az
alabbi képletekkel kapjuk meg:

ZYi :n*ﬁo

Zti *y:él*ztiz
" _ ZYi

Bo 0 :§

N Zti*yi

B =t=—>—
2t

A B, paraméter az idéegységenkénti atlagos abszolut valtozas mértéke, eldjelétdl fliggden
novekedést vagy csokkenést jelez.
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Ha Xt=0, ¢és az idépontok szdma paros, akkor 2*,; az idéegységenkénti atlagos abszolut
valtozas mértéke.

A [%0 paraméter az alapiranyzat értéke a t=0 iddpontban:
- ha t=1, ...n, akkor a vizsgalatba bevont idépontot megel6zd idépont trend szerinti
értéke.
- Ha Zt=0, és paratlan az iddsornal valasztott tagszam, akkor a kozépsd idopont
alapiranyzata és egyben a vizsgalt idésor adatainak szamtani atlaga.
- Ha Zt=0, és paros az iddsornal valasztott tagszam, és nincs t=0, akkor az iddsor
adatainak szamtani atlaga.

Ezutan a regresszio szamitashoz hasonléan, kiszamoljuk a rezidualis szorasnégyzetet.

AN

2
2 2(¥Yi—yy)
Se=—"_——

¢és a rezidualis szOras mutatdoszamat;
Se
Ve =—*100

y
Ez a valos értékektol valo atlagos eltérését mutatja a trendértékeknek.

Bemutato feladat:

A villamosenergia-termelés Magyarorszagon.

millié6 kWh t; t tty Vi (y-yt)*

2009 29580 5 25 147900, 28451,18|1274234,59
2010 28365 -4 16 113460, 29461,20/1201650,06
2011 29932 3 9 -89796|  30471,22 290753,89
2012 31238 2 4 -62476| 3148123 59162,78
2013 32630 -1 1 326300 3249125 19251,01
2014 33928 0 0 0 33501,27] 182098,49
2015 34978 1 1 34978 34511,29) 217820,09
2016 35305 2 4 70610 3552131 46788.29
2017 37023 3 9 111069 36531,32] 241745,29
2018 36968 4 16 147872 37541,34] 328721,05
2019 38567 5 25 192835 38551,36 244 61

Osszesen 368514 0 110 111102 368513,97,3862470,15

atlag 33501,27

B, 1010,018/Bo 33501,27

Az y-értékeket tigy kapjuk meg, hogy a trendegyenletbe rendre behelyettesitjiik a t-értékeket.
y=33501,27+1010,018*(-5)=28451,18

y=33501,27+1010,018*(-4)=29461,20

stb.
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45000 ~
40000

35000

30000
25000

We/

20000

15000
10000

5000

2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019

o 20u-) _ 3862470,15
n

5, = 592,565
V= Sex1g0 = 392,565
5 33501,27

=351133,65

*100 =1,77%

A fliggvény szerinti villamosenergia-temelés 1,77%-os hibaval illeszkednek a tényleges

adatokhoz.

Nézziik meg, ha masmddon kddoljuk az id6t, mi lesz a trendegyenlet!

millié kWh t t* t*y yt y-yt (y-yt)*
2009 29580, 1 1 29580] 28451,17 1128,83]1274257,17
2010 28365 2 4 567300 29461,19] -1096,19]1201632,52
2011 29932 3 9 89796 30471,21] -539,21290747,424
2012 31238 4 16| 124952 31481,23] -243,2359160,8329
2013 32630 5 25| 163150, 32491,25 138,75|19251,5625
2014 33928 6 36] 203568 33501,27|  426,73|182098,493
2015 34978 7 49  244846) 34511,29  466,71217818,224
2016 35305 8 64 282440 35521,31] -216,3146790,0161
2017 37023 9 81 333207 36531,33 491,67241739,389
2018 36968 10 1000 369680, 37541,35| -573,35328730,223
2019 38567 11 121] 424237 38551,37 15,63 244,2969
Osszesen 368514 66 506/ 2322186)368513,97 3862470,15
atlag 33501,27

>y, =n*by+b ¥t
Dot*y =by* > t+b ¥ t?

368514 =11*b, +b, *66

2322186 =b, *66 + b, *506

b;=1010,02

bo=27441,15
y=27441,15+1010,02*t
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17.2. Exponenciilis trend

A téarsadalmi-gazdasagi folyamatok valtozé kornyezetben nem mindig mutatnak linearis
tendenciat. Ha az iddegységenkénti relativ valtozas ingadozik egy allandé kortl, akkor a
tartds iranyzatot exponencidlis trenddel fejezziik ki. Az exponencidlis trendegyenletet

logaritmus segitségével visszavezetjiik linedrisra:
t

y =B,*B,
lgy =lgB,+t*p,
Y =B, +t*B,

DY, =n*B,+B *> t
DE*Y, =B * )t +B*> ]

A Xt=0 esetében a normalegyenletek leegyszeriisodnek:

A normalegyenlet:

2 Y, =n*B,
Zti*YzBl*ztiz
B :ZYI

0 n

B _Zti*Yi
D%
ﬁoleBo

BlleBl

A B paraméter a trendfiiggvényre nézve az iddszakonkénti allandé relativ valtozast mutatja,
az idésorra nézve pedig az idészakonkénti relativ valtozasok atlagat fejezi ki.

Bemutato feladat:
Exponencidlis trend esetében eldszor logaritmizalni kell az yiértékeket. A tovabbiakban

ezekkel az értékekkel szamolunk.

Egy iidiiléovezet vendégeinek szdma:

eft t lgy t*lgy t Vi vy | -y’
2009 136 5] 2,133539 -10,6677 23[119,7789-16,22111263,1228
2010 152 4 2,181844 -8,72737 16/134,9909-17,0091[289,3107
2011 157 32,1959 -6,5877 9[152,1347 -4,86529123,67109
2012 166 2 2,220108 -4,44022 4171,4558]5,455813]29,76589
2013 183 1] 2,262451] -2,26245 11193,2307 10,2307]104,6672
2014 188 0 2,274158 0 0 217,771] 29,771/886,3124
2015 185 1| 2,267172] 2,267172 1245,427960,42792]3651,533
2016 225 2] 2,352183] 4,704365 4276,5973[51,5972672662,277
2017 341 3 2,532754] 7,598263 9311,7251]-29,2749857,0189
2018 440 4 2,643453] 10,57381 16351,3142|-88,6858 7865,17
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2019 450 5| 2,653213| 13,26606 25|395,9311]-54,0689/2923,445
2623 0] 25,71677 5,724238 110 19556,3
238,4545 0] 2,337888

Y
B - 2%, 2571677

=2,338

n
Dt*Y, 5724238
B] = 3 =
Ztt 110

B, =10% =10*** =217,771

=0,052039

B, =107 =109 _ 1127

A
2
§2 = 20Tyt 195563 _1o0; 0465
n
s, = 42,16
V, = S_G*l()o = ﬂ*mo =17,68%
- 238.4545
y

A fiiggvény szerinti 1étszamok 17,68%-os hibaval illeszkednek a tényleges adatokhoz.
17.3. Valasztas a trendegyenletek koziil

A trendszamitdsndl sok esetben nehéz eldonteni, hogyan melyik fliggvényt hasznaljuk az
elemzéshez. A kivalasztashoz a legkisebb négyzetek modszerét hasznaljuk. Az a fliggvény

illeszkedik a legjobban az id6sor adataihoz, amelyiknél Z(yi - ?yi )* a legkisebb.

17.4. Extrapoldacio

A trendegyenlet meghatdrozasaval eldrejelzést (extrepolacid) végezhetiink. Fontos, hogy
elérejelzést csak abban az esetben végezhetiink, ha:

e Kellden hosszu id6sorbol hataroztuk meg a trendegyenletet.

e [Illetve, ha véarhatéan nem kovetkezik be olyan valtozas, amely a vizsgalt jelenséget
nagymértékben megvaltoztatja.
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18. lecke: Szezonalis ingadozdasok elemzése

Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
e Tudja mit jelent a szezonalités.
e Mit jelent a szezonalis eltérés és a szezonindex.
¢ Ki tudja szdmolni az adatokbol a szezonalis eltérést és a szezonindexet.
e A meglévo adatok alapjan eldrejelzést tud végezni.

A szezonhatéds vizsgalatanal arra kereslink valaszt, hogy a szezonalitds milyen mértékben
vagy aranyban tériti el az idésor értékét az alapirdnyzattdl. Vizsgalatanal az iddsor adataibol
ki kell szlirnlink a trendhatast és a véletlen hatast. A szezonalis komponens eltéré6 mddon
viselkedik additiv és multiplikativ modell esetén. Additiv Osszefiiggéskor a szezonhatds a
trendtdl valo abszolut eltérés, multiplikativ kapcsolat esetén pedig a relativ eltérés formajaban
jelentkezik. A szezonalitast additiv modell esetén szezondlis eltérésekkel, multiplikativ
modell esetén pedig szezonindexekkel jellemezziik.

18.1. Szezonalis eltérés

Additiv Osszefiiggés és linedris trend esetén az iddsor megfigyelt értékeit a komponensek
Osszegeként irhatjuk fel.

Yi =Yyt Sit Vi
A trendhatast ugy sziirjilk ki, hogy az iddsor megfigyelt értékeibdl rendre kivonjuk a
trendértékeket:

Yi — Yy =Sit Vi
Az igy nyert kiilonbségeket egyedi szezondlis eltéréseknek nevezziik. Minden periddusbol
vessziik a j-edik eltérést és ezek szamtani atlagat képezziik, ezzel a véletlen hatast szlirjiik ki,
illetve tompitjuk:

5 = Z(Yij _Yij)
p
ahol p: az adott periodusok szadma az iddsorban.

A szezonalis eltérés megmutatja, hogy a megfigyelt id0sor a j-edik szezonban atlagosan
mennyivel tér el a trendértéktdl a szabalyosan ismétlddd szezonhatas kdvetkeztében.

Linearis trend esetében a kapott szezondlis eltérések 0Osszege nulldval egyenld. Mas
trendfliggvények esetében:

s, #0
Ilyen esetben a szezonalis eltérések korrekcidjara van sziikség, ekkor a kiszdmolt szezonalis
eltéréseket nyers szezonalis eltéréseknek nevezziik. A korrekcio azt jelenti, hogy a kiszamolt
nyers szezonalis eltéréseket atlagoljuk, és az igy kapott un. korrekcids tényezot levonjuk a
nyers szezonalis indexekbdl, és megkapjuk a korrigalt szezonalis eltéréseket.
A' A Z S j
Sj=s .

i=8j—
m
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Ahol m: a periddusok szdma az iddsorban (pl. 4, ha negyedéves bontdsban vannak az

adataim).

Bemutato feladat:

Egy épitdipari vallalkozas tevékenységének arbevétele millio Ft-ban az alabbi volt.

Ev |negyedév | arbevétel ti
2017. L. 20 -5,5
IL. 30 -4,5
I11. 40 3,5
IV. 10 -2,5
2018. I. 22 -1,5
IL. 33 -0,5
I11. 50 0,5
IV. 13 1,5
2019. L. 25 2,5
II. 36 3,5
I1I. 60 4.5
V. 15 5,5
Osszesen 354 0

A kiszamitott trendegyenlet: ;1 =29,5+0,881*t
Helyettesitsiik be a trendegyenletbe a t;-értékeket, pl.:

y = 29,5+ 0,881%(~5,5) = 24,655

y = 29,5+ 0,881%(~4,5) = 25,536

stb.

Az eredeti adatokbdl vonjuk ki a kiszdmitott trendértéket.
Pl: 20-24655=-4,655

, (Yi-Ytrend)
Ev negyedév |arbevétel Virend Szezonalis
eltérés
2017. L. 20 24,655 -4,655
II. 30 25,536 4,465
II1. 40 26,417 13,584
IV. 10 27,298 -17,298
2018. L 22 28,179 -6,179
II. 33 29,060 3,941
I11. 50 29,941 20,060
IV. 13 30,822 -17,822
2019. L 25 31,703 -6,703
II. 36 32,584 3,417
II. 60 33,465 26,536
V. 15 34,346 -19,346
Osszesen 354
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frjuk 4t egy masik tablazatba az idésor adatainak és a trendértékeknek a kiilonbségét, azaz az
egyedi szezonalis eltéréseket. Ezutan az egyes negyedévekhez tartozo érékeket atlagolni kell.
P¢ldaul az I. negyedév esetében (-4,655-6,179-6,703)/3=-5,845

(Yi'}’trend)
Ev 1. | 1. | 111 | [\
negyedév
2017 -4,655 4,465 13,584 -17,298
2018 -6,179 3,941 20,060 -17,822
2019 -6,703 3,417 26,536 -19,346
i -5,845 3,941 20,060 -18,155

Az elsé negyedévben atlagosan 5,845 millié Ft-tal kevesebb az arbevétel annal, mint ami a
hosszu tava tendenciabol az egyes évek elsé negyedéveibdl kovetkezne.

Korrekcidra nincs sziikség, ugyanis az egyes negyedévek szezondlis eltéréseinek Osszege
nulla.

18.2. Szezonindex

Multiplikativ Osszefiiggés ¢és exponencialis trend esetén az idésor megfigyelt értékeit a
komponensek szorzataként irhatjuk fel:

Vi S Yi*S j* Vi
A trendhatast ugy szlrjiik ki, hogy az idésor megfigyelt értékeit rendre elosztjuk a
trendértékekkel:

% %
Yi 2 * A
=8 j*Vjj
Y

Az igy nyert hanyadosokat egyedi szezonindexnek nevezziik. Ezt kovetéen minden
periodusbol vessziik a j-edik szezonindexet €s ezeket atlagoljuk vagy szamtani vagy mértani
atlagot szamolunk:

Zﬁ

Ahol n: az adatok szama
P: az adott éven beliil a periddusok szama

Meértani atlaggal:

A becsiilt szezonindex azt fejezi ki, hogy a j-edik szezonban a megfigyelt idGsor atlagosan
hanyszorosa, illetve hany szazaléka a trendértéknek a szezonhatas kovetkeztében.

A szezonindexnél is célszerii korrekciot végezni, ha a trendet nem exponencidlis fiiggvénnyel
irtuk le. A korrekcids tényezd az elézdekben kiszamolt nyers szezonindexek atlaga. A

110




VI. Modul 18. lecke

korrigalt szezonindexet pedig ugy kapjuk, hogy a nyers szezonindexeket elosztjuk a
korrekcios tényezdvel.
Ha a nyers szezonindexet szamtani atlaggal szdmitottuk ki, akkor a korrigalt szezonindex az
alabbi:
/\*' s .
S; = !

Sj
m
Ahol m: a periddusok szdma az iddsorban (pl. 4, ha negyedéves bontdsban vannak az
adataim).

Ha a nyers szezonindexet mértani atlaggal szamitottuk ki, akkor a korrigalt szezonindex az
alabbi:

A .
Sj
S; = .
N
m|
VI 1s

Az el6z0 feladat alapjan nézziikk meg a szezonalis eltéréseket.

Bemutato feladat

A kiszamitott trendegyenlet: y = 25,915*1,020"
Helyettesitsiik be a trendegyenletbe a t;-értékeket:
pl.

y =25915%1,020"° = 23,241

Ev negyedév |arbevétel Yirend Sz(gzi/griri?(li)ex
2017, I 20 23241 0.861
II. 30 23706 1,266

III. 40 24,180 1,654

IV. 10 24,663 0,405

2018, L 2 25.157 0,875
II. 33 25,660 1,286

I11. 50 26,173 1,910

IV. 13 26,696 0,487

2019, I 25 27.230 0,918
1. 36 27.775 1,296

I11. 60 28,330 2,118

IV. 15 23,241 0,861

Osszesen 354 0
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frjuk at az egyedi szezonindexeket egy mésik tablazatba:

(Yi/Ytrend)
Ev I \ 11, \ 11, | IV.
negyedév
2017 0,861 1,266 1,654 0,405
2018 0,875 1,286 1,91 0,487
2019 0,918 1,296 2,118 0,519
Sj*
(szamtani
atlaggal) 0,885 1,283 1,894 0,470
si 0,781 1,132 1,672 0,415
s; (mértani
atlaggal) 0,8843 1,2826 1,8844 0,4678
s 0,8843 1,2827 1,8845 0,4678

Szamtani 4atlaggal szamolva a nyers szezonindexeket ismét atlagolni kell, azaz ki kell
szamolni a korrekcids tényezét: (0,885+1,283+1,894+0,470)/4=1,133. Ezzel a korrekcios
tényezovel kell elosztani mindegyik nyers szezonindexet.

Pl.: 0,885/1,133=0,781

Meértani atlaggal szamolva a korrekcids tényezo:
{/ 0,8843*1,2826 *1,8844*0,4678 = 0,99996, eczzel kell mindegyik nyers szezonindexet

elosztani.
P1.: 0,8843/0,99996=0,8843

18.3. Véletlenhatas

Az alapadatok ¢és a trendadatok kozotti eltérést a szezonhatas és a véletlenhatas okozza. Az
azonos szezonokra vonatkozo eltérések atlagolasaval kiszamitottuk a periodikus ingadozas
abszolut (szezonalis eltérés) vagy relativ (szezonindex) nagysagat. Az idésor komponenseibol
mar csak a véletlen tagot kell meghatarozni.

Additiv 6sszefliggés esetén:

A A A

Vi =¥; —¥;—Si

A véletlenhatas szamitasakor nem az egyes idopontok és a trendadatok kozti kiillonbségeket,
hanem az egyes szezonokra jellemzd korrigalt szezonhatdsokkal szdmolunk. A
véletlenhatasok varhato értéke altalaban nulla, és nem jelezhetdk eldre.
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Bemutato feladat:
Egy épitbipari vallalkozas tevékenységének arbevétele millio Ft-ban az alabbi volt.
’ (Yi-Yirend) \A,ij
Ev |negyedév | arbevétel Virend SzezS)n’élis (additiv
eltérés esetben)
2017. L 20| 24,655 -4,655 1,1905
II. 30 25,536 4,465 0,5235
I 40 26,417 13,584| -6,4765
IV. 10| 27,298| -17,298 0,8575
2018. L. 22| 28,179 -6,179| -0,3335
II. 33 29,060 3,941 -0,0005
ML 50| 29,941 20,060 -0,0005
IV. 13 30,822 -17,822 0,3335
2019. L. 25 31,703 -6,703 |  -0,8575
I1. 36| 32,584 3,417| -0,5245
1L 60| 33,465 26,536 64755
IV. 15 34,346 -19,346|  -1,1905
Osszesen 354
Multiplikativ 6sszefiiggéskor pedig:
\A’ij = yﬂA*
Yi*s i
, . en Vij
Ev negyedév | arbevétel Virend Sz(eyzl/grtlrin(gex (multiplikativ
esetben)
2017. L. 20 23,241 0,861 0,7611
II. 30 23,706 1,266 1,6232
I11. 40 24,180 1,654 3,1174
IV. 10 24,663 0,405 0,1897
2018. L 22 25,157 0,875 0,7734
II. 33 25,660 1,286 1,6496
1. 50 26,173 1,910 3,6000
IV. 13 26,696 0,487 0,2278
2019. L. 25 27,230 0,918 0,8119
I1. 36 27,775 1,296 1,6625
I11. 60 28,330 2,118 3,9910
IV. 15 23,241 0,861 0,2428

A véletlenhatasok szorzatanak varhat6 értéke altalaban egy, és nem jelezhetok elore.
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18.4. Extrapolacio

A trendegyenlet meghatarozéasaval eldrejelzést (extrepolacio) végezhetiink. A meghatarozott
trendegyenletbe behelyettesitjiik a becsiilni kivant évhez tartozo ,,t;’-értéket, és kiszamoljuk a
trendértékét. Ezutan ha van szezonhatés, akkor azzal korrigdlunk. Additiv Osszefiiggés esetén
a kiszamitott trendértéket hozzaadjuk a szezondlis eltérést, multplikativ Osszefliggéskor a
trendértéket megszorozzuk a szezonindexszel.

Bemutato feladat:

Becsiiljiikk meg 2020. II1. negyedévére a varhato arbevételt!
t=8,5
Additiv esetben:

A trendegyenlet: y = 29,5+ 0,881%8,5 = 36,9885

A 1II. negyedév szezondlis eltérése: 20,06
A varhato arbevétel 36,9885+20,060=57,0485 milli6 Ft.

Multiplikativ esetben:
;1 =25,915%1,020" = 25,915*1,020*° = 30,666

A III. negyedév szezonindexe:1,8844
A vérhato arbevétel 30,666*1,888457,787 millio Ft.
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Képletek
1. ALAPFOGALMAK, VISZON YSZAMOK
1.1. Adatkozlési abszolut és relativ hiba

Abszolut hiba:
A k
a<iV
2
ahol cAz : a becsiilt abszolut hiba
k: pedig az utolso szignifikans szamjegy helyi értéke
A relativ hiba:
~a
oa=—
Al
1.2. Viszonyszamok
Viszonyszamok
Megoszlasi Bazis- Lanc-viszonyszam A fejlodés atlagos tliteme
viszonyszadm viszonyszadm
Vo= L) =2 L) == ViV #V etV =
XX, Yo i1
w =l =TV, =y
= Yo
J Z nj

. . k : : :
Osszefiiggések [, = bb—’; by =1, *1;*...*], =11, , ahol kaz iddsor feladat szerint megjelolt
i=2

tagja

i-1

2. EMPIRIKUS ELOSZLASOK ELEMZESE

A mennyiségi sorok jellemzo értékeinek kiszamitasa
2.1. Kozépértékek, és kvantilsiek

Jelolések: x; az i-edik adat értéke vagy az i-edik osztaly kozepe, n az adatok szama, r az
osztalyok szama, f; az i-edik osztalyba tartoz6 adatok szama.

Egyedi adatokbol Gyakorisagi adatokbol
n % r
Szamtani kozép in _ ;f’ i ;Si L
¥ =2 X =— = :;gi X;
n Xfi XS ¢
i=l1 i=1
__ n
Harmonikus atlag Y = _
N RS
i=1 X;
Geometriai atlag n
X, =1 Hx,. X
i=1
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Négyzetes atlag D ox! D fixt
i=1

X =\— X =
1 n 1 n

Modusz becslése d,
MO = xmo,u + o
d,+d,

da =fmo _fmofl’ df :fmo _fmo+1

fmo _fm ~
M, =m,+ oo x
(S, =S, )+, =S )
Median becslése: n Iz
P me—1
Me=x  +2

me,a ' hme
e

Kvantilisek becslése J « '
% n=fi
K, =x,,t———%h,

S

2.2 Szorodasi mutatok

Terjedelem: R(T)=x_, —X,,

min

Interkvartilis terjedelem: /QT = O, - O,
Szoras:
Egyedi adatokbol:

Gyakorisagi adatokbol:

Relativ széras: V(CV) =

Teljes szorasnégyzet dsszetevdi: o° = o, + 0,

Bels6 szorasnégyzet:

2

n.o.

O_; — Z J_J
n
Ahol;j: a csoportositd ismérv valtozatainak szama

Kiilso szérasnégyzet:

oy ==+

2
2 Z”jdj
n

ahol: d; = ()?j —)_c)z

Atlagos eltérés:
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§="——vagy 5= Zg,»‘xi —X\
2. [ .
i=1
Atlagos kiilonbség:
>3l x| DI AT
GZI:IJ:I _ =l j=1

n(n—1) - n(n—1)

Koncentracid (Lorenz-féle teriiletarany):

k l_G
T, 2x
2.3.  Eloszlasok, gyakorisdagi sorok jellemzoi
Aszimmetria mértéke:
A= x—Mo
o
po 3(x, - Me)
o}

Ferdeségi mutato:

3. OSSZEFUGGES-VIZSGALAT EGYSZERUBB ESZKOZEI
3.1. Asszociacio:

Yule-féle egyiitthato:

fn fzz _le flz
f11 fzz +f21 f12

AY) =
Csuprov- féle asszociacids egylitthatd:

ZZ
T: s
\/nw/is -1 Nt — li

2

st f
ahol y’= —L -1,
AN NS

ahol n az adatok szdma, s a sorok szdma, t az oszlopok szama,

vagy

‘sz,ﬂ)

/
n
Cramer-féle egylitthat6:

ahol:  f; = i=1,2-5, j=1,2--¢
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3.2. Korrelacios egyiitthatok:

Spearman-féle rangkorrelacios egyiitthat:

63 D?
r.=1-——=— ahol:D. =x. —y,
' n*(n* 1) AR
Eldjel-korrelacios egyiitthato:
C:p_q
pPtq
3.3.  Vegyes kapcsolat
Szorasnégyzet-hanyados:
2 Ok _SSK
o’ SST
vagy
O
o, o;

4. INDEXSZAMITAS
4.1.Standardizalason alapulo indexszamitas

4.1.1.Kiilonbségek
Foéatlagok kiilonbsége:

- = B
K:VI_VOZZBIVI_Z OVO
28 2B

Részatlagok kiilonbsége:

I<':I/1_I7st:131 vagy K': VI:BO _170’

N

ahol

Osszetételbdl eredd kiilonbség:

K'=7,, -
Osszefiiggés: K = K'+K"
4.1.2. Indexek

Fdatlagindex:

~
Il
NI
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Reszatlagindex:
74 V.
I’=_V1 vagy 1'= Sy
Vst:Bl VO
2BV, 2B
= 25 illetve ' = 2.5,
z Bl VO Z BO VO
2B 2.5,
Osszetételhatas indexe:
V., v
I"=-2% yaop "= 1
VO & I/vst:vl
2BV, 2BV
2B . 2B
["=-2=—— illetve I"=
Z BO VO Z BOI/I
2B, 2.5,

Osszefiiggés: 1 =1"I"

Megjegyzés:
A 0 ¢és 1 index-megjeldlés idébeli és térbeli 6sszehasonlitdsra egyarant utalhat.

4.2. Erték-, ar- és volumenindexek
4.2.1. Egyedi értékindex:

_Yia _ 49nPi
Vio  4ioPio
4.2.2.Egyedi volumenindex:
iq — i
qio
4.2.3.Egyedi arindex
-
Pio

4.2.4. Kiilonbségek:

K, =2 .4,P =D 4P0
Ky =2 40P =D q0Ps
K, =2 ap,—2.4P,
Ky =240 =D doP
Ky =2 4= 2 40P0

_ 0 _ 10 1
' K=K,+K, =K, +K,
4.2.5.Ertékindex:
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IDXTEDX TN XY)
ZQOPO z q90Po ZM
iV

4.2.6.Volumenindex:

e Laspeyres-féle (bazis stilyozas):

70— Z%po _ Z%po *iq _ z%po
! ! zqopo Z%po ZM
I,

e Paasche-féle (targy iddszaki sulyozas):

] Z‘J1p1 Z%pl *iq _ qupl
Z%pl Z‘Iopl z%
Iy

e Fisher-féle:

F_ [yL _qP
I, =41,-1,

IEM — Z%(po +p1)
! z%(po"'pl)

e Edgeworth-Marshall féle:

4.2.7. Arindex
e Laspeyres-féle (bazis stilyozas):

L =0 = Z‘Iopl =Zqop0*ip _ Zqu1
T Xawe X4y @A
ip

e Paasche-féle (targy iddszaki stilyozas):

_11 qupl qupo *i, _ qupl
Yape  Dap P
i

P
_ 24P _ 24P, _ 24Py
p
Sapre Dap a2
1Po 1Po Z ip

e Fisher-féle:

F_ [;L gp
Ip - Ip Ip
4.2.8. Indexek kozotti osszefiiggés:
P L L P F F
IV:Iq -Ip :Iq ~]p :[q ~Ip

4.2.9. Teriileti indexek

> .. D aups

15s) Zm» Lam) —ma Laarsy = A L otwrs) L garm)

_ ZquA .

I = A4 13( ==
/ - > A/B) — > -
N P § D asps i
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5. Mintavétel, statisztikai becslés

Atlag becslése:
Standard hiba:
o =2 g =5
on Yo
Hibahatar:
o , s
A=z -— A=t . .
" \n rAn
Intervallumbecslés:

()—C_Z T ges .i]
p \/;’ p \/;

Szoras intervallumbecslése

(n-1)-s>  |(n-1)-s
X lzi (s2)" | x2(s2)

Arany pontbecslése
p=k/n

Arény standard hibaja Arény intervallumbecslése

/ .{1_ )
S,,: % (p—zp-sp; p+Zp-Sp)

Elemszdm meghatarozasa: adott az intervallum és a valdszinliség.

2
B Zp*(j 2 . B t(:Zf)*S
n= illetve n =
A A

Valoszinliségi szint meghatarozasa:

A*+n . A*n
z, = illetve teh ==
(o) ’ S
Wj*Gj
n, =n*
ZWJ-GJ-

Ertékosszegsor becslése:

N*(;(J_r z,*s_)..vagy..N *()21 z,*c.)

6. HIPOTEZISVIZSGALATOK
6.1. Alapsokasagi atlagra, szorasra, aranyra tett hipotézis ellenérzése

Null hipotézis: H,: X = Xo vagy Hy: X —Xo =0
Alternativ hipotézisek:
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H: X#X,
X>X,
Y<X,
Probafiiggvény:
: X-X
Ha a sokasag szorsa ismert: z, = ¢,
Jn
Ha a sokasag szorasat mintabol becsiiltiik:
x—X
ty = e,

S1-

szabadsagfok: n—1

Ha a minta elemszdma nagy: z, = ,

Aranyra tett hipotézis ellendrzése: |H, : P =F,

p—F
p-(1-R)
n

Probafiiggvény: z =

Sokasagi szordsra vonatkozd hipotézisvizsgalat probafiiggvénye:
» (n=D* s

0 2
Oy

6.2. Két alapsokasagi atlag kiilonbségére tett hipotézis ellendrzése

Null hipotézis: Hy:X,-X:=0
Probafiiggvény:

Ha a két sokasag szorasa ismert vagy mindkét minta nagy:

XX,
Z =
0 2 2
o L 0,
- + <«
ng.n,

Ha a két sokasag szordsa nem ismert €s a két minta szordsa nem kiilonbozik lényegesen:
= - 2 2
X, —X n,—1)s; +(n, =1)s
t, = 1 2 , ahol Sd:\/(l )1 (2 )2

1 n +n,—2
S, |+ —
n,n,

ahol sq a kOz0s szoras
Szabadsagfok: n;+n,—2
6.3. Két szoras egyezésére tett hipotézis ellendrzése

Null hipotézis: H,:0, =0,
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Z
Prébafiiggvény: F :z—lz, ahol s, >s,,
2
Szabadsagfok: szamlalo n;—1, nevezd: ny—1

6.4. Aranyra (megoszlasra) tett hipotézis ellendrzése

Két sokasagi aranyra vonatkozo:

Null hipotézis: H,:P =P,
Probafliggvény: z, = P~ P>
pl(l_pl) pz(l_Pz)
n, n,

6.5.Varianciaanalizis
e Null hipotézis: H,: X1=X» = X=X

e Alternativ hipotézis: H, : legalabb két atlag szignifikansan kiilonbozik.
e Probafiiggvény:
. _si _SSK/M-1) _ MS, _ MQy
st SSB/(m-M) MSy MQy
e szabadsag fok:v, =m—-1,v,=n-m

ahol SSK =)’ ()_c X )2 -n; a csoportok kozotti eltérés négyzetdsszege.
SSB=>> (x[j —X; )2 a csoportokon beliili eltérés négyzetosszege.
i ‘

m: a csoportok szama

6.6. Illeszkedésvizsgalat probafliggvénye

K * 2 *.2 2

2 (fi —n*P) (f; 1) % gi

IZ::I n>l<Pi Z fi Z:Pi
fi*:n*Pi

Szabadsagfok k& —v —1 ,ahol v a mintabol becsiilt paraméterek szama, k a csoportok szama.

6.7. Két eloszlas egyezOségének a vizsgalata

2
1 n, n,,
2 g ky % x| M o
X =ntn, ¥y
ny; +ny, n,n,
n; _
=4
n,

gi: relativ gyakorisag
6.8.Fiiggetlenségvizsgalat
H()ZPij:Pi.*P.j (i=1,2,....,S; j= 1,2,....t)

H] ZPij¢Pi.*P.j
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* 2
t n;: —n;; s t n;:
X2=Zz( J _ J)z =n* >y ]

%
i=lj=1 M i=1j=1Mje " Nyj

« . w n;, *n
Nj; =N 7 Pje "Poj = n

Szabadsagfok: (s—1)-(r—1)

i o

6.9. Normalitasvizsgalat
2 2

a; o
Jarque-Bera-teszt: JB =n| —+—=| = z*(2)
6 24
7. Korrelacio- és regresszioszamitas

Kovariancia:

C— Z(Xi _;)*(Yi _§)

korrelacios egyiitthato: n
r, = ;dx,'dy,- ; r:\/ 3 (x, __;2)*(3’1_;)_2 ;
n n iy
;di ';dj %(X_ X)* *2(y; - y)
B T

—2 —2 -
\/Z(XiZ—H*X Z(y; —n*y ) °y
determinacids egyiitthato:

2 _SSR_SST—SSR_%(,~3)° _ (=)’ -2y, =)’
SST  SST  S(y,-9) 2(y,-y)’

Regresszios egylitthatok:

S
> (x-x) X —nt

Bo :;,_Bl*;(

Rugalmassagi egyiitthato:

B, =

E: ﬂ1*x0
By + Bix,

Reziduélis szoras \ Relativ valtozas
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o) o
Ue:\/E(y,- Vi) CVg, =—£*100

korrelacios index:

n—2
. J DX
> (v -y)

ei2 =(y; - Yi)2

8. Idosorok elemzése

zt‘ ry _(Zti)*(ZYi)

B, = Bo=y-B
S (Zt) n

2.V =n*l§o

Dt *y =, 3]

=2y

élzzti*yi
XS

Rezidualis szorasnégyzet:

A\

2
2 _ Z(yi—yy)
Se =——————
n
Szezonalis eltérés:
N e ) vi)
Sj =
P
Korrigalt szezopnalis eltérés:
A' A ZSJ
Sj=8;—
m
z YI_]
3 dex: A’f B Y Af B
zezonindex: Sj=———— vagysj =, H—
p
Korrigalt szezonindex:
/\* J /\* j
Sj = vagy sj =
2 Vs
m

Véletlenhatas:
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AN le A AN AN
Vij = s Vagy Vi =¥y Y~ Si
AN AN
yij*s i
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Tablazatok

A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének értékei

p
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 | 0,5000| 0,5040| 0,5080| 0,5120| 0,5160| 0,5199| 0,5239| 0,5279| 0,5319| 0,5359
0,1 0,5398| 0,5438| 0,5478| 0,5517| 0,5557| 0,5596| 0,5636| 0,5675| 0,5714| 0,5753
0,2 0,5793| 0,5832| 0,5871| 0,5910| 0,5948| 0,5987| 0,6026| 0,6064| 0,6103| 0,6141
0,3 0,6179| 0,6217| 0,6255| 0,6293| 06331 0,6368| 0,6406| 0,6443| 0,6480| 0,6517
04 | 06554 0,6591| 0,6628| 0,6664| 0,6700| 06736| 0,6772| 0,6808| 0,6844| 0,6879
0,5 | 0,6915] 06950 0,6985| 0,7019| 0,7054| 0,7088| 0,7123| 0,7157| 0,7190| 0,7224
0,6 | 0,7257| 0,7291| 0,7324| 0,7357| 0,7389| 0,7422| 0,7454| 0,7486| 0,7517| 0,7549
0,7 | 0,7580| 0,7611| 0,7642| 0,7673| 0,7704| 0,7734| 0,7764| 0,7794| 0,7823| 0,7852
08 | 0,7881| 0,7910| 0,7939| 0,7967| 0,7995| 0,8023| 0,8051| 0,8078| 0,8106| 0,8133
09 | 08159| 08186 08212| 0,8238] 0,8264| 08289 08315| 0,8340| 0,8365| 0,8389
1,0 | 08413| 0,8438| 08461 08485| 0,8508| 0,8531| 0,8554| 0,8577| 0,8599| 0,8621
1,1 0,8643| 0,8665| 0,8686| 0,8708| 0,8729| 0,8749| 0,8770| 0,8790| 0,8810| 0,8830
1,2 0,8849| 0,8869| 0,8888| 0,8907| 0,8925| 0,8944| 0,8962| 0,8980| 0,8997| 09015
1,3 0,9032| 0,9049| 0,9066| 0,9082| 009099| 009115 0,9131| 09147 09162| 09177
L4 | 09192| 09207 09222] 0,9236] 009251| 09265 0,9279| 009292| 0,9306| 0,9319
L5 | 09332] 09345 09357 09370| 009382| 0,9394| 09406| 009418| 0,9429| 0,9441
L6 | 09452| 0,9463| 0,9474| 09484 09495| 0,9505| 09515| 009525| 0,9535| 0,9545
1,7 | 09554| 0,9564| 09573 009582| 0,9591| 0,9599| 009608 009616| 0,9625| 0,9633
L8 | 09641| 09649| 0,9656| 009664 09671| 0,9678| 09686 009693| 0,9699| 0,9706
L9 | 09713] 09719] 09726] 09732| 009738| 0,9744| 09750| 009756| 0,9761| 09767
20 | 09772 09778 009783| 0,9788| 0,9793| 09798| 0,9803| 0,9808| 0,9812| 09817
2,1 0,9821| 009826| 0,9830| 0,9834| 09838| 009842| 0,9846| 09850 09854| 0,9857
2,2 0,9861| 009864| 0,9868| 0,9871| 09875| 0,9878| 0,9881| 0,9884| 0,9887| 0,9890
2,3 0,9893| 0,9896| 0,9898| 0,9901| 0,9904| 0,9906| 0,9909| 009911 009913| 0,9916
24 | 0,9918] 09920 009922| 0,9925| 0,9927| 009929 09931| 0,9932| 0,9934| 09936
25 | 0,9938] 0,9940| 009941| 0,9943| 0,9945| 009946 0,9948| 0,9949| 0,9951| 0,9952
2,6 | 09953 0,9955| 0,9956| 0,9957| 0,9959| 009960| 0,9961| 0,9962| 0,9963| 09964
2,7 | 0,9965| 09966 009967| 0,9968| 0,9969| 009970| 0,9971| 0,9972| 0,9973| 09974
28 | 09974| 09975| 009976| 0,9977| 0,9977| 009978| 0,9979| 0,9979| 09980 0,9981
29 | 0,9981] 09982] 09982| 0,9983| 0,9984| 009984 09985| 0,9985| 0,9986| 0,9986
3,0 | 0,9987| 009987| 0,9987| 0,9988| 09988 0,9989| 0,9989| 0,9989| 0,9990| 0,9990
3,1 0,9990| 0,9991| 0,9991| 0,9991| 009992| 0,9992| 0,9992| 09992 0,9993| 0,9993
3,2 0,9993| 0,9993| 0,9994| 0,9994| 09994 09994| 0,9994| 0,9995| 0,9995| 0,9995
3,3 0,9995| 0,9995| 09996| 0,9996| 0,9996| 09996| 0,9996| 0,9996| 09996| 0,9997
34 | 09997 009997| 0,9997| 0,9997| 09997 09997| 0,9997| 0,9997| 09998 0,9998
35 | 09998 09998| 0,9998| 0,9998| 0,9998| 0,9998| 0,9998| 0,9998| 09998 0,9998
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A t (Student) eloszlasa valtozo eloszlasanak kvantilis értékei

v 0,6 0,75 0,9 . 0,95 0,975 0,99 0,995
1 0,32 1,00 3,08 6,31 12,71 31,82 63,66
2 0,29 0,82 1,89 2,92 4,30 6,96 9,92
3 0,28 0,76 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84
4 0,27 0,74 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60
5 027 0,73 1,48 2,02 2,57 3,36 4,03
6 0,26 0,72 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71
7 0,26 0,71 1,41 1,89 2,36 3,00 3,50
8 0,26 0,71 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36
9 0,26 0,70 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25
10 0,26 0,70 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17
11 0,26 0,70 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11
12 0,26 0,70 1,36 1,78 2,18 2,68 3,05
13 0,26 0,69 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01
14 0,26 0,69 1,35 1,76 2,14 2,62 2,98
15 0,26 0,69 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95
16 0,26 0,69 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92
17 0,26 0,69 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90
18 0,26 0,69 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88
19 0,26 0,69 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86
20 0,26 0,69 1,33 1,72 2,09 2,53 2,85
21 0,26 0,69 1,32 1,72 2,08 2,52 2,83
22 0,26 0,69 1,32 1,72 2,07 2,51 2,82
23 0,26 0,69 1,32 1,71 2,07 2,50 2,81
24 0,26 0,68 1,32 1,71 2,06 2,49 2,80
25 0,26 0,68 1,32 1,71 2,06 2,49 2,79
26 0,26 0,68 1,31 1,71 2,06 2,48 2,78
27 0,26 0,68 1,31 1,70 2,05 2,47 2,77
28 0,26 0,68 1,31 1,70 2,05 2,47 2,76
29 0,26 0,68 1,31 1,70 2,05 2,46 2,76
30 0,26 0,68 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75
40 0,26 0,68 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70
50 2,60 0,68 1,30 1,68 2,01 2,40 2,68
60 0,25 0,68 1,30 1,67 2,00 2,39 2,66
100 2,50 0,68 1,29 1,66 1,98 2,36 2,63
120 0,25 0,68 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62
végtelen 0,25 0,67 1,28 1,65 1,96 2,33 2,58
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A o* eloszlasi valtozo eloszlasanak kvantilis értékei

v | 0,005 0,01 |0,025]| 0,05 | 0,1 0,25p 05 | 0,75 | 0,9 [ 095 |0975| 0,99 | 0,995
1 0,00/ 0,00| 0,00] 000]| 002]| 0,10| 045| 1,32] 2,71| 3.84| 502| 6,63 7,88
2 0,01 002] 005 0,10| 021| 0,58| 1,39| 2,77| 4,61| 599| 7,38| 921| 10,6
3 0,07| 011| 022| 035| 058| 121| 237| 4,11| 625| 7.81| 935| 11,3| 12,8
4 021| 030] 048] 071 1,06| 1,92| 336| 539| 7,78| 9.49| 11,1| 133| 14,9
5 0,41| 055| 0,83| 1,15| 1,61] 2,67| 435| 6,63] 924| 11,1 128] 151| 16,7
6 0,68 087| 124| 1,64 220| 345| 535| 7,84| 106| 12,6| 144| 168| 18,5
7 0,99 124| 1,69| 2,17| 2,83| 425| 635| 9,04| 12,0| 14,1| 16,0| 185| 20,3
8 1,34 1,65 2,18| 2,73| 349| 5,07| 7.34| 102] 134| 155| 17,5] 20,1 22,0
9 1,73] 2,09 2,70| 3,33| 4,17| 590| 834| 11,4| 147| 169| 190| 21,7| 23,6
10 2,16| 256| 325| 394| 487| 6,74| 934| 12,5 16,0| 183| 205| 232| 252
11 2,60 3,05| 3,82| 457| 558| 7,58| 103| 13,7] 173| 19,7 21,9| 247| 26,8
12 3,07| 3,57| 440| 523| 630| 844| 11,3 148]| 185| 21,0] 233| 262| 283
13 3,57 4,11| 501| 589 7.04| 930 123| 16,0 19,8| 224| 247| 277| 298
14 407| 466| 563| 6,57 7,79 102| 133| 17,1 21,1| 23,7| 26,1| 29,1| 31,3
15 4,60 523| 626] 726| 855| 11,0] 143 182| 223| 250| 27,5| 306| 328
16 514| 581] 691 796| 931| 11,9| 153| 194| 235| 263| 288| 32,0| 343
17 570 641| 756| 867| 10,1| 12,8| 16,3]| 205| 248| 27,6| 302| 334| 357
18 6,26| 7,01| 823| 939| 10,9| 137| 173| 21,6] 26,0| 289| 31,5| 348| 372
19 6,84| 7,63 891| 101| 11,7 146| 183| 22,7 272| 30,1| 329| 362| 386
20 743 826| 9,559| 109| 124| 155| 193] 23,8| 284| 314| 342| 37.6| 40,0
21 8,03| 890| 103| 11,6 132| 163| 20,3| 249| 29,6 32,7| 355| 389| 414
22 8,64| 9,54| 11,0| 12,3 140| 172] 21,3] 26,0| 30,8| 339| 368 403| 428
23 926| 102| 11,7| 13,1 14,8| 181| 223| 27,1| 32,0| 352| 38,1| 41,6| 442
24 9,89 10,9| 12.4| 13,8 157| 190| 233| 282| 332| 364| 394| 43,0 456
25 10,5 11,5 13,1] 146| 16,5 199| 243| 293| 344| 37,7| 40,6| 443| 469
26 112 122| 138] 154| 17,3| 208| 253| 304| 356| 389| 419| 456| 483
27 11,8 12,9| 146]| 162 181| 21,7| 263| 31,5| 36,7| 40,1| 432| 470| 49,6
28 12,5 13,6 153| 169 18,9| 22,7| 273| 32,6| 379| 41,3| 445| 483| 51,0
29 13,1 143| 16,0| 17,7| 19,8| 23,6| 283| 33,7| 39.1| 42,6 457| 49.6| 523
30 13.8| 150| 16,8| 185| 20,6| 24,5| 293| 34,8| 403| 43,8| 47,0| 509| 53,7
40 20,7| 222| 244| 26,5| 29,1 33,7| 393| 456| 51,8| 558| 593| 63,7| 66,8
50 28,0| 29,7| 32.4| 348| 37,7| 429| 493| 56,3| 632| 67,5| 714| 762| 1795
60 355| 37,5| 405| 432| 46,5| 523| 593| 670 744| 79,1| 833| 884 92,0
70 433| 454| 488| 51,7| 553| 61,7| 693| 77,6 855| 90,5| 95,0 1004 | 104,2
80 51,2| 53,5 572| 604| 643| 71,1 793| 88,1| 96,6] 101,9] 106,6| 112,3] 116,3
90 59,2| 61,8] 656| 69,1 733| 80.6| 89,3| 98,6 107,0] 113,1] 118,1| 124,1] 1283
100 | 673| 70,1| 742| 77.9| 824| 90,1| 99,3]| 109,1| 1180 | 1243 | 129,6| 135,8| 140,2
200 | 1522 156,1| 162,7| 168,3| 174,8| 186,2| 199,3| 213,1| 226,0 | 234,0| 241,1 | 248,7| 2553
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Tablazatok

Az F-eloszlas kvartilis értékei

1-a=0,9
Vi

Vv, 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 39,86| 49,50| 53,59| 55,83 | 57,24| 58,20 58,90 | 59,44 59,90
2 8,53 9,00 9,16 9,24 9,29 9,33 9,35 9,37 9,38
3 5,54 5,46 5,39 5,34 5,31 5,28 5,27 5,25 5,24
4 4,54 4,32 4,19 4,11 4,05 4,01 3,98 3,95 3,94
5 4,06 3,78 3,62 3,52 3,45 3,40 3,37 3,34 3,32
6 3,78 3,46 3,29 3,18 3,11 3,05 3,01 2,98 2,96
7 3,59 3,26 3,07 2,96 2,88 2,83 2,78 2,75 2,72
8 3,46 3,11 2,92 2,81 2,73 2,67 2,62 2,59 2,56
9 3,36 3,01 2,81 2,69 2,61 2,55 2,51 2,47 2,44
10 3,28 2,92 2,73 2,61 2,52 2,46 2,41 2,38 2,35
11 323 2,86 2,66 2,54 2,45 2,39 2,34 2,30 2,27
12 3,18 2,81 2,61 2,48 2,39 2,33 2,28 2,24 2,21
13 3,14 2,76 2,56 2,43 2,35 2,28 2,23 2,20 2,16
14 3,10 2,73 2,52 2,39 2,31 2,24 2,19 2,15 2,12
15 3,07 2,70 2,49 2,36 2,27 2,21 2,16 2,12 2,09
16 3,05 2,67 2,46 2,33 2,24 2,18 2,13 2,09 2,06
17 3,03 2,64 2,44 2,31 2,22 2,15 2,10 2,06 2,03
18 3,01 2,62 2,42 2,29 2,20 2,13 2,08 2,04 2,00
19 2,99 2,61 2,40 2,27 2,18 2,11 2,06 2,02 1,98
20 2,97 2,59 2,38 2,25 2,16 2,09 2,04 2,00 1,96
21 2,96 2,57 2,36 2,23 2,14 2,08 2,02 1,98 1,95
22 2,95 2,56 2,35 2,22 2,13 2,06 2,01 1,97 1,93
23 2,94 2,55 2,34 2,21 2,11 2,05 1,99 1,95 1,92
24 2,93 2,54 2,33 2,19 2,10 2,04 1,98 1,94 1,91
25 2,92 2,53 2,32 2,18 2,09 2,02 1,97 1,93 1,89
26 291 2,52 2,31 2,17 2,08 2,01 1,96 1,92 1,88
27 2,90 2,51 2,30 2,17 2,07 2,00 1,95 1,91 1,87
28 2,89 2,50 2,29 2,16 2,06 2,00 1,94 1,90 1,87
29 2,89 2,50 2,28 2,15 2,06 1,99 1,93 1,89 1,86
30 2,88 2,49 2,28 2,14 2,05 1,98 1,93 1,88 1,85
40 2,84 2,44 2,23 2,09 2,00 1,93 1,87 1,83 1,79
60 2,79 2,39 2018 2,04 1,95 1,87 1,82 1,77 1,74
120 2,75 2,35 2,13 1,99 1,90 1,82 1,77 1,72 1,68
0 2,71 2,30 2,08 1,94 1,85 1,77 1,72 1,67 1,63

a) v aszamlalo, v, a nevezd szabadsagfokat jeloli.
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Tablazatok

Az F-eloszlas kvartilis értékei (Folytatas)

1-a=0,9
Vi

V) 10 12 15 20 30 40 60 120 0

1 60,20 | 60,70| 61,20| 61,70 | 62,30 | 62,50 | 62,80 | 63,10| 63,30
2 9,39 941 942| 9,44| 946| 947| 947| 9,48 9,49
3 523| 5,22 520 5,18 5,17| 5,16| 5,15| 5,14 5,13
4 3921 390| 3,87| 3,84| 3,82| 3,80| 3,79| 3,78 3,76
5 3,30 3,27| 3,24 321 3,17 3,16| 3,14| 3,12 3,10
6 294 290 2,87 2,84 2,80| 2,78| 2,76| 2,74 2,72
7 2,70 2,67 2,63 2,59| 2,56| 2,54 2,51| 2,49 2,47
8 2,54 250 246 2,42 238| 236| 234| 2,32 2,29
9 242 238 2,34 2,30| 2,25| 223| 221| 2,18 2,16
10 2,321 2,28 224| 220 2,16| 2,13 2,11| 2,08 2,06
11 2251 221 2,17 2,12 2,08 2,05 2,03| 2,00 1,97
12 2,19 2,15 2,10 2,06| 2,01| 199| 196| 1,93 1,90
13 2,14 2,10 2,05 2,01 196| 193| 190| 1,88 1,85
14 2,101 2,05 2,01 196 191| 1,89| 1,86| 1,83 1,80
15 206 202 197 192 1,87 1,85| 1,82 1,79 1,76
16 2,03 199 1,94 1,89 1,84| 1,81| 1,78| 1,75 1,72
17 200 196 191 1,86| 1,81| 1,78| 1,75| 1,72 1,69
18 198 193| 1,89 1,84| 1,78| 1,75| 1,72| 1,69 1,66
19 196 191 1,86 1,81| 1,76 1,73| 1,70 1,67 1,63
20 194 1,89 1,84 1,79| 1,74| 1,71| 1,68| 1,64 1,61
21 192 1,88 1,83| 1,78| 1,72| 1,69| 1,66| 1,62 1,59
22 190 1,86 1,81 1,76 1,70| 1,67| 1,64| 1,60 1,57
23 1,89 1,84 1,80| 1,74 1,69| 1,66| 1,62| 1,59 1,55
24 1,88 1,83 1,78 1,73| 1,67| 1,64| 1,61| 1,57 1,53
25 1,87 1,82 1,77 1,72| 1,66| 1,63| 1,59 1,56 1,52
26 1,86 1,81 1,76| 1,71 1,65| 1,61| 1,58| 1,54 1,50
27 1,85 1,80 1,75| 1,70| 1,64| 1,60| 1,57| 1,53 1,49
28 1,84 1,79 1,74 1,69| 1,63| 1,59| 1,56 1,52 1,48
29 1,83 1,78 1,73| 1,68| 1,62| 1,58 1,55| 1,51 1,47
30 1,82 1,77 1,72 1,67| 1,61 1,57| 1,54| 1,50 1,46
40 1,76 | 1,71| 1,66| 1,61 1,54 1,51| 1,47| 142 1,38
60 1,71 1,66| 1,60 1,54 148| 144| 140| 1,35 1,29
120 1,65| 1,60 1,55 1,48| 141| 137| 132| 1,26 1,19
0 1,60 1,55 149| 142| 1,34| 1,30 1,24 1,17 1,00

131




Tablazatok

Az F-eloszlas kvartilis értékei

1-a=0,95
Vi
V) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15
1 161,00 200,00 | 216,00 | 225,00 | 230,00 | 234,00 | 237,00 | 239,00 | 241,00 | 242,0 |244,0 |246,0
2 18,50 19,00 19,20| 19,20 19,30| 19,30| 19,40| 19,40| 19,40| 19,40| 19,40| 19,40
3 10,10 9,55 9,28 9,12 9,01 8,84 8,89 8,85 8,81 8,79 8,74 8,70
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,91 5,86
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 488 | 4,82 4,77| 4,774 4,68| 4,62
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 421 4,15 4,10 4,06 4,00 3,94
7 5,59 7,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 3,57 3,51
8 5,32 4,46| 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 344 339 335 3,28 3,22
9 5,121 4,26| 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 3,07 3,01
10 496| 4,10| 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,021 2,98 2,91 2,85
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,79 2,72
12 4,75 3,89 3,49 326 3,11 3,000 291 2,85 2,80 2,75 2,69 2,62
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 292 2,83 2,77 2,71 2,67 2,60 2,53
14 4,60 3,74 3,34 3,11 296| 285 2,76 2,70 2,65 2,60 2,53 2,46
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54 2,48 2,40
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,741 2,66 2,59 2541 249 242 2,35
17 4,45 3,59 3200 296| 281 2,70 2,61 2,55 2,49 245 2,38 2,31
18 441 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 2,34 2,27
19 438 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38 2,31 2,23
20 4,35 349 3,10 287 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 235 2,28 2,20
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 2,32 2,25 2,18
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30 2,23 2,15
23 428 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,44 2,37 2,32 2,27 2,20 2,13
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25 2,18 2,11
25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24 2,16 2,09
26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22 2,15 2,07
27 421 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 2,20 2,13 2,06
28 420 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19 2,12 2,04
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,55 2,43 2,35 2,28 2,22 2,18 2,10 2,03
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16 2,09 2,01
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08 2,00 1,92
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99 1,92 1,84
100 3,94 309 2,70 246| 230 2,19 2,10| 2,03 1,97 1,92 1,85 1,77
200 3,89 3,04 2,65 2,41 2,26 2,14 2,05 1,98 1,92 1,87 1,80 1,72
400 3,86 3,02 2,62 2,39 2,23 2,12 2,03 1,96 1,90 1,85 1,78 1,70
1000 3,85 3,00 2,61 2,38 2,221 2,10 2,0, 1,95 1,89 1,84 1,76 1,68
0 3,84 3000 260 237| 2721 2,100 2,01 1,94 1,88 1,83 1,75 1,67

b) v, a szamlalo, v, a nevezd szabadsagfokat jeldli.
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Tablazatok

Az F-eloszlas kvartilis értékei (folytatas)

1-a=0,95
Vi
V) 20 30 40 60 100 120 | 200 | 500 o0
1 248,0 |250,0 [251,0 [252,0 |253,0 |253,0 |254,0 [254,0 [254,0
2 19,40 19,50| 19,50 | 19,50| 19,49 | 19,50| 19,49| 19,50 | 19,50
3 8,66 862| 859| 8,57| 856| 8,55| 854| 8,54| 8,53
4 5,80| 5,75| 5,721 5,69| 5,66| 5,66 5,65| 5,64| 5,63
5 456 4,50 446| 443| 4,40| 440| 438| 4,37| 4,36
6 387 3,81| 3,77| 3,74| 3,71| 3,70 3,69| 3,68| 3,67
7 344 338| 3,34| 3,30| 3,28| 3,27| 3,25| 3,24| 323
8 3,15( 3,08| 3,04| 3,01| 298| 297| 296| 294| 293
9 2941 286 2,83| 2,779 2,76| 2,775| 2,73| 2,772| 2,71
10 2,77 2,70 2,66 2,62| 2,59| 2,58| 2,56| 2,55| 2,54
11 2,65 2,57 2,53 249 245| 245| 242| 241| 240
12 2,54 247 243| 2,38| 235| 2,34 232| 231| 2,30
13 246 2,38 234| 2,30| 226| 225| 224| 222| 221
14 239 2,31 227 222| 2,19 2,18| 2,16| 2,14| 2,13
15 2,33 225 2,20 2,16| 2,12 2,11| 2,10 2,08| 2,07
16 | 228] 2,19] 2,15 2,11| 2,07 2,06] 2,04 2,02| 2,01
17 2,231 2,15| 2,10 2,06 2,02 2,01 1,99| 197| 1,96
18 | 2,19 2,11] 2,06 2,02 1,98 1,97] 1,95] 1,93] 1,92
19 2,16| 2,07 2,03| 198| 194| 193| 191| 190 1,88
20 2,121 2,04 199| 1,95 190| 1,90 1,87| 1,85| 1,84
21 2,10] 2,01 1,96] 1,92] 1,87] 1,87 1,84] 1,82] 1,81
22 207 198| 194| 1,89| 1,84| 1,84| 1,81| 1,80| 1,78
23 205 196 191 186 1,82 1,81| 1,79 1,77| 1,76
24 203 194 1,89| 1,84| 1,80 1,79| 1,76| 1,74| 1,73
25 2,01 1,92 187 1,82 1,77 1,77 1,74| 1,72| 1,71
26 1,99 190| 1,85 1,80| 1,76 1,75| 1,72 1,70| 1,69
27 1,97 1,88 1,84 1,79| 1,74 1,73| 1,71| 1,68| 1,67
28 196 1,87 1,82 1,77 1,72 1,71 1,69| 1,67| 1,65
29 1,94 1,85 181| 1,75 1,71| 1,70 1,68| 1,65| 1,64
30 193] 1,84 1,79| 1,74| 1,69| 1,68 1,66| 1,64| 1,62
40 1,84 1,74 1,69 1,64| 1,59| 1,58| 1,55| 1,53| 1,51
60 1,751 1,65| 1,59| 1,53| 148| 147 1,44| 141| 1,39
100 1,68 1,57 1,51 1,45 1,39| 1,35 1,33| 1,30| 1,28
200 1,62 1,52 1,45 141| 132| 1,31 1,26 122| 1,19
400 | 1,60] 1,49] 142] 136] 128 1,29] 1,22] 1,16] 1,13
1000 1,58 1,47 141] 1,34 1,26 1,28 1,19| 1,13| 1,08
0 1,57 1,46 139| 1,32 1,24| 1,22 1,17 1,11| 1,00
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Tablazatok

Az F-eloszlas kvartilis értékei

1-a=0,99
vl
V) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14
1 4052 | 4999 | 5403| 5625| 5764| 5859 5928 | 5981 | 6022|6056 [6106 |[6142
2 98,49 99,00 99,17 99,25| 99,30| 99,33| 99.,34| 99,36| 99,38 | 99,40 | 99,42 | 99,43
3 34,12 30,82 | 29,46| 28,71 | 2824| 2791| 27,67| 27,49 | 27,34| 27,23| 27,05| 26,92
4 21,20 18,00 16,69| 1598 | 1552| 15,21 | 14,98| 14,80| 14,66| 14,54 | 14,37 | 14,24
5 16,26 | 13,27 12,06| 11,39| 1097| 10,67| 1045| 10,27| 10,15| 10,05 9,89 9,77
6 13,74 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87 7,72 7,60
7 12,25 9,55 8,45 7,85 7461 7,19 7,00 6,84| 6,71 6,62 647 6,35
8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,19 6,03 5,91 582 5,67 5,56
9 10,56 8,02 6,99 642 6,06 580| 5,62 5,47 5,35 526 5,11 5,00
10 10,04 7,56| 6,55 5,99 5,641 539 5,21 5,06 495| 485 4,71 4,60
11 9,65 7,20 6,22| 5,67 5,32 5,07 488| 474| 463| 454 440| 429
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,65 450 439 430| 4,16| 4,05
13 9,07 6,70 574 520| 4,.86| 4,62 444 430 4,19| 4,10| 396| 3,85
14 8,86 6,51 5,56 5,03 469| 446 428| 4,14 4,03 394 380| 3,70
15 8,68 6,36 542 489| 456| 432| 4,14 4,00| 3,89 3,80 3,67 3,56
16 8,53 6,23 529 4,77 4,44 420 4,03 3,89 3,78 3,69 3,35 3,45
17 8,40 6,11 5,18 4,67 434 4,10| 3,93 3,79 3,68 3,59| 3,45 3,35
18 8,28 6,01 5,09 4,58 425| 4,01 3,85 3,71 3,600 3,51 3,37 3,27
19 8,18 5,93 5,01 450 4,17 3,94 3,777 3,63 3,52 3,43 3,300 3,19
20 8,10 585 494| 443 4,10 3,87| 3,71 3,56 3,45 3,37 3,23 3,13
21 8,02 5,78 4,87 437| 4,04| 3,81 3,65 3,51 3,401 3,31 3,17 3,07
22 7941 572 4,82| 4,31 399 3,76 3,59| 345 3,35 326 3,12 3,02
23 7,88 5,66 4,76 426| 394| 3,71 3,541 3,41 3,300 3,21 3,07 297
24 7,82 5,61 472 422 390| 3,67| 3,50, 3,36| 3,25 3,17 3,03 2,93
25 7,771 557 4,68| 4,189 3,86| 3,63 3,46 3,32| 3,21 3,13 299 2,89
26 7,721 553 4.64| 4,14 3,82 3,59 342 3,29 3,17| 3,09| 296| 2,86
27 7,68 549 4,60 4,11 379 3,56 3,39| 326| 3,14| 3,06 2,93 2,83
28 7,641 545 457| 4,07| 3,76| 3,53 3,36 3,23 3,11 3,03 290 2,80
29 7,60 542 454 404| 3,73 3,501 3,33 3,201 3,08) 3,00 287| 277
30 7,56 539| 4,51 4,02 3,70| 3,47| 3,30 3,17| 3,06 298| 284| 2774
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 329 3,121 299 288 280| 2,66| 2,56
60 7,08 498 4,13 3,65 334 3,12 295 2,821 272 2,63 2,501 2,40
100 690 482 398 3,51 320 299 282 269| 259 251 2,36| 226
200 6,76 | 4,71 3,88 3,41 3,11 290 2,73 260 250 241 228 2,17
400 6,70 4,66| 3,83 3,36 3,060 285| 269| 255| 246| 237| 2,23 2,12
1000 6,66 462 3.80| 3,34| 3,04 282 2,66| 2,53 2,43 2,341 220 2,09
0 6,64 460| 3,78 33,21 3,02] 280| 264 2,51 2,41 2,32 2,18 2,07
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Tablazatok

Az F-eloszlas kvartilis értékei (folytatas)

1-a=10,99
V2

1 6169 | 6208 | 6234 6258| 6286| 6302| 6323 | 6334| 6352| 6361| 6366
2 99,44 99,45| 99,46 | 99,47 | 99,48 | 99,48 | 99,49 | 99,49 | 99,49 | 99,50 | 99,50
3 26,83 | 26,69 | 26,60 | 26,50 | 26,41 | 26,35| 26,27 | 26.23 | 26,18 | 26,14 | 26,12
4 14,15| 14,02 13,93 | 13,83 | 13,74 | 13,69 | 13,61 | 13,57 | 13,52| 13,48 | 13,46
5 9,68 9,55| 947| 9,38| 9,29| 9,24| 9,17| 9,13| 9,07| 9,04| 9,02
6 7,52 7,39 7,31 7,23 7,14 7,09 7,02| 699| 694| 690| 6,88
7 6,27 6,15| 6,07 598| 590| 5,85| 5,78| 5,75| 5,70| 5,67| 5,65
8 5,48 | 536| 528| 520| 5,11 506| 500 496| 491| 488| 4.86
9 492 480| 4,73| 4,64 4,56| 451| 445 441| 436| 433 431
10 452 4,41 433 425| 4,17| 4,12 4,05 4,01| 3,96| 3,93| 391
11 421 4,10 4,02| 3,94| 3,86| 3,80| 3,74| 3,70| 3,66| 3,62| 3,60
12 398| 3,86| 3,78 3,70| 3,61| 3,56| 3,49| 346| 3.41| 3,38| 3,36
13 3,78 3,67| 3,59 3,51| 342| 3,37| 3,30 327| 3,21| 3,18| 3,16
14 3,62 3,51| 3,43| 3,34| 326| 3,21| 3,14 3,11| 3,06| 3,02| 3,00
15 348 | 3,36| 3,29 3,20| 3,12| 3,07 3,00 297| 292| 2,89| 2487
16 3,37 3,25| 3,18| 3,10| 3,01| 2,96| 2,89| 2.86| 2,80| 2,77| 2,75
17 327 3,16 3,08 3,00 292| 2,86| 2,79| 2,76| 2,70| 2,67| 2,65
18 3,19 3,07| 3,00 291| 2,83| 2,78| 2,71| 2,68| 2,62| 2,59| 2,57
19 3,12 3,000 2,92 2.84| 2,776| 2,70 2,63| 2,60 2,54| 2,51| 249
20 3,05 294 286 2,777| 2,69| 2,63| 2,56| 253 247| 2,44| 242
21 299 2,88| 2,80| 2,72| 2,63| 2,58| 251| 247| 242| 238| 2,36
22 2941 283 2,75| 2,67| 2,58| 2,53| 246| 242| 237| 233| 2,31
23 2,89 2,78 2,70 2,62| 2,53| 2,48| 241| 237| 2,32| 228| 2,26
24 2,85 2,74 2,66 2,58| 249| 2,44| 236| 233| 227| 223| 221
25 281 2,770 2,62| 2,54| 245| 2,40 2,32| 229 223| 2,19| 2,17
26 2,77 2,66 258| 2,50 241| 2,36| 228 225| 2,19| 2,15| 2,13
27 2,741 2,63 2,55| 247 238| 2,33| 225| 221| 2,16| 2,12| 2,10
28 2,711 2,60 2,52| 2,44 235| 2,30 222| 2,18 2,13| 2,09| 2,06
29 2,68 2,57 2,49 241| 2,32 2,27| 2,19| 2,15 2,10| 2,06| 2,03
30 2,66 2,55| 247| 2,38| 229| 2,24| 2,16/| 2,13| 2,07| 2,03| 2,01
40 2491 2,37 229| 220 2,11| 2,05 197| 194| 1,88 1,84| 1,81
60 2,32 220 2,12} 2,03 193| 1,87 1,79| 1,74 1,68| 1,63| 1,60
100 2,191 2,06 198| 1,94 1,79| 1,73| 1,64| 1,59| 1,51 1,46| 1,43
200 209 197 188 1,79| 1,69| 1,62 1,53| 1,48| 1,39| 1,33| 1,28
400 204 192 1,84 1,74| 1,64| 1,57| 147| 142| 1,32| 1,24| 1,19
1000 | 2,01 1,89 1,81 1,71| 1,61| 1,54 144| 1,38| 1,28| 1,19| 1,11
0 1,99 1,87 1,79 1,69| 1,59| 1,52 141| 1,36| 1,25| 1,15 1,00
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